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Z PRZEDMOWY DO WYDANIA PIERWSZEGO

Ksiagzka niniejsza stanowi rozszerzony material wykladéw autora w Politechnice
Warszawskiej i obejmuje zagadnienia statyki i statecznosei konstrukeji spotykanych
w réznych dziedzinach urzgdzen mechanicznych. To bardziej jednolite ujecie uzasadnione
jest ogélna tendencja we wsazystkich dzialach budowy maszyn tworzenia konstrukeji
lekkich. Postulat lekkosci uzasadniony jest przy tym nie tylko oszezednodcia materiatu,
lecz réwniez dazeniem do zwiekszenia ekonomicznosei konstrukeji wyrazajacej sig sto-
sunkiem ciezaru uzytecznego do ciezaru vwilasnego. Drugim réwnie waznym postulatem
jest bezpieczenstwo konstrukeji wyrazajgce sie warunkiem, ze przy uzytkowych obciaze-
niach rzeczywistych lub umownych nie pojawia sie w danej konstrukeji odksztalcenia
trwale lub ze przy tych obeigzeniach ustréj ma wymagany wspélezynnik bezpieczenstwa.

Te dwa postulaty laecznie z innymi, jak sztywnosé i racjonalnoéé budowy ustroju, na-
kiadajg na konstruktora obowigzek przeprowadzenia analizy wytrzymalo§ciowe] w sposéb
mozliwie dokladny, a jednoczesnie mozliwie prosty. Ten drugi warunek majacy w praktyce
duze znaczenie spelniono w ksigzce przez operowanie uproszezonymi konstrukejami
zastepezymi z powolaniem si¢ na wyniki doSwiadezen.

PRZEDMOWA DO WYDANIA DRUGIEGO

W poréwnaniu z pierwszym wydaniem tre$é ksigzki zostala w niektérych dziataech
dosé istotnie zmieniona. Zmiany te dotycza gldéwuie statyki konstrukeji i polegaja na
wiekszym niz poprzednio dostosowaniu materiatu do zagadnier spotykanych w praktyce.
W szezegdlnosei w zakresie statyki konstrukeji cienkoéciennych dokonano innego podziatu
tredei, ktéry zdaniem autora, jest bardziej przejrzysty. Ponadto kazdy z rozdzialéw
uzupeliono podaniem zagadnieni, ktérych rozwiazanie przez "czytelnika powinno daé
lepsze opanowanie materiahi.

Autor wyraza glebokie podzigkowanie swoim wspdlpracownikom L. Adamcowi, M. Bi-
jakowi 1 R. Jedrzejezykowi za szezegdlnie ofiarng pomoc w pracy redakeyjnej.






1. WIADOMOSCI WSTEPNE

1.1. Przeglad podstawowych twierdzen

Statyka konstrukeji zajmuje sie analizg wytrzymalodciowa ustrojéw nosnych w stanie
ich réwnowagi. O istnieniu tej réwnowagi wnioskujemy ze spehienia odpowiednich wa-
runkéw, ktére jak to wiadomo z Mechaniki Ogdinej, sformulowaé moina w rézny sposéb.

Jednym z tych sformulowan jest igdanie, aby dla kazdego elementu rozpatrywanego
ustroju sifa wypadkowa i moment wypadkowy wszysthich sit (zewnetrznych i wewnetrznych)
dzialajacych na ten element byly réwne zeru. W analizie konstrukeji zlozonych szczegdlnie
przydatne jest sformulowanie oparte na zasadzie prac przygotowanych gloszacej, iz
warunkiem kontecznym i dostatecznym réwnowaygt jakiegokolwiek ukladu materialnego jest,
zeby swma prac wszystkich sit (zewnetrznych i wewnetrznych) na dowolnym przesunieciu
przygotowanym* byla réwne zeru. W rzeczywistych ustrojach, ktérych elementy sa od-
ksztalcalne, przy przesunigciach przygotowanych wykonuja prace nie tylko sily zewnetrzne
lecz i wewnetrzne, wskutek czego zasada ta wyraza sie w postael

AL, +AL, =0, (1.1)
-gdzie
AL, — suma prac przygotowanych sil zewnetrznych,
AL, — suma prac przygotowanych sil wewnetrznych.
W konstrukeji (rys. 1.1) zastosowanie réwnania (1.1) przy przesunieciu przygotowanym A f; bloku 3

{rys. 1.1b} daje
(P Afp)+(—Ny Agy—N, Aagy+N; Aag) = 0. (a)

Rys. 1.1. Zastosowanie zasady prac przygotowanych
Nfs — przesuniecie przygotowane, Afp, Aa;, Ady, Aay, — rzuty przesuniecia Af; na kierunki sit P, Ny, Ne, &V,

W réwnaniu (a), bedacym jedynie formalnym stwierdzeniem istnienia réwnowagi, sily P, Ny, N,, N,
zachowuja wartosci 1 kierunki istniejace przed dokonaniem przesunigeia Af,; pomyslanego jako pewne

* To jest zgodne z narzuconymi dla ukladu wiezami.
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przomieszezenie fikeyjne. Takich réwnanh mozna ulozyé tyle, ile jest stopni swobody, a wige w danym.
przypadku 9, otrzymujge dostateczna liczbe réwnan okreslajacych 9 niewiadomych sil Ny, Ny, ..., N,
w sprezynach.

Réwnanie (1.1) jest stuszne dla kazdej konstrukeji (sprezystej lub plastycznej). W ustro-
jaeh idealnie sprezystych. w ktérych, na zasadzie zachowania energii, praca sil wewngtrz-
nych AL, jest zawsze réwna ubytkowi — AV energii potencjalnej V zakumulowanej
w ustroju®, réwnanie (1.1) przyjmuje zmodyfikowang postaé

AL, —~AV =0. (1.2)

Zaleznodé (1.2) wynikajaca z najogdlniejszej zasady statyki (prac przygotowywanych)
i zasady zachowania energii stuszna jest zawsze, a wige 1 wtedy, gdy odksztalcenia ustroju
jako calodci nie sa funkejami liniowymi obeciazens zewnetrznych. Przy jej stosowaniu
nalezy pamietad, iz wielkodciami poszukiwanymi sa sily zapewniajace réwnowage przy
zadanych z géry przesunigeiach przygotowanych. Aby wigc mde obliczyé zmiang energii
odksztalcenia AV, sama energia ¥ musi byé wyrazona jako funkeja takich parametréw
geometrycznych gy, ..., g,, ktérych nieskonezenie male zmiany Ag, ..., Ag, sa przesunig-
ciami praygotowapymi. Zakladajac takie przesuniecie prz;};gotowane, w ktérym tylko
Ayg; # 0, otrzymujemy wedlug prawidel rachunku rézniczkowego AV = (0V/dg;) Ag;, a po-
podstawieniu do réwnania (1.2)

(AL./Ag))ag~0 = (0V)0g:) . {by

dJesli parametr g; jest przemieszezeniem liniowym, to lewa strona réwnania (b} przed-
stawia wielkosé fizyczna, majaca wymiar sily. Rozszerzajac to okrelenie i na inne para-
metry, lews strone réwnania (b) nazywamy sifg uogélniong Q; odpowiadajacq wspbirzedney
g;: & réwnanie (b) otrzymuje postad

(oV/og) = @ (1.3)

gloszaes, iz w przypadku gdy energia odksztalcenia ustroju wyrazona jest jako funkeja
parametréw geometrycznyeh gy, ..., g, pochodna czastkowa wzgledem jednego z nich jest
rowna sile nogélnionej odpowiadajacej temu paramevrowi (wspdlrzednej).

Odpowiednikiem twierdzenia (1.3) jest fwierdzenie Castigliona gloszgce, iz w ustroju,
w ktérym dzialanie obciazes zewnetrzmych Py, P,, ..., P, podlega zosadzie superpozycyi,
pochodna czgstkowa energei odksztaléenia wzgledem jednej z sit P; jest réwna wspdirzednej
uogcinionej f; odpowiadajqceej tej sile**, to jest

{oV]oP)y = f. (1.4)

* Codziennym przyliadem tego jest spresyna zegara, w ktérej w miare wykonywania pracy przez
wewun2trene sily sprezystoéci maleje jej energia potencjalna.

** We wzorach (1.8)1(1.4) odmiennoéé oznaczen wspdirzednych uogédinionych g, f i sil uogdlnionych
@, £ ~yyraza réZnice postepowania prowadzacego do tych wzoréw., W pierwszym przypadku pojeciem
wvjsciowym sg zadane co do swego charakteru wspélrzedne g, a wtérnym sily Q. W przypadku dmgim
kolemose jest odwrotna. Samo pojecie sil i wspélrzednych uogélnionych jest pojeciem podstawowym.
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Konsekwencjs takiego sformulowania jest, ze ustroje, do ktérych mozna stosowaé
twierdzenie Castigliana, sa uklodami Clapeyrona. dla ktérych praca sit zewnetrznych
L, jest

L, = 0,5(Pify+ ... +Puf,)= 0,5%_“ P, (1.58)

a energia odksztaleenia V jest jednorodng kwadratows funkeja si} uogélnionych P,
badz wspélrzednych uwogélnionych f;:

Il
“M N

n n n
12 ¢ PiPr =05 21,’ 2; O, ufifxs {1.5b)

gdzie y; x, 0; x 83 to stale wspdlezynniki zalezne od ksztaltu konstirukeji i sposobu przy-
lozenia sit Py, ..., P,.

Twierdzenie Castigliana otrzymuje sie z analizy zmian energii ¥ wyrazonej w funkeji
sil uogdlnionych i zmiany pracy sit zewnetrznych L, spowodowanych przyrostem jednej
z sil uwogélnionych, ktéremu z uwagi na réwnowage ustroju towarzyszy odpowiednia
zmiana reakeji. Prawidlowe zatem wyniki zastosowania tego twierdzenia otrzymamy
tylko wtedy, gdy energia odksztalcenia wyraiona jest jako funkcja sit wogdlnionych nie-
zaleinych od siebie*.

Jednym z wnioskéw wynikajacych z twierdzenia Castigliana jest zasadas minimum
energit odksztalcenia gloszaca, iz w statycznie niewyznaczalnym spreiystym ustroju podlego-
Jacym zasadzie superpozycji, pockodna energit odksztalcenia wzgledem wielkosct statycznie
niewyznaczalnej jest réwne zeruw. Jesli zatem w rozpatrywanym ustroju sily statyeznie
niewyznaczalne sa X, ..., X,,, to energia odksztalcenia V bedae ich funkeja spelnia
warunki

@V/[eXy) =0 (k=1,..,m). (1.8)

Ostatnim podstawowym twierdzeniem, na ktére bardzo czesto bedziemy sie powolywad,
jest zasada weajemnoder przesunieé gloszaca, iz w spretystym ustroju podlegajacym zasadzie
superpozycii proca Ly, sit pierwszego ukladu na przesunieciach ustroju wywolanych przez
drugt (inny) uklad obcigien jest réwna pracy L, sit drugiego ukladu na przesunieciach
tegoz ustroju wywoldnych przez pierwszy uklad obcigien, to jest

Lyo=Lyy. 1.7

Konezac przeglad tych twierdzef, warto przypomnieé, iz energia odksztalcenia V dla
jednostkowej kostki izotropowej, w najezeseciej spotykanym dwuwymiarowym stanie
napiecia (rys. 1.2a), wyraza sie nastepujaco:

V = 0,5 (6x6:+0y8,+78) = [(0F—~2v0:0,-+03)/2E]+(7%/26G), (1.8)
gdzie E, G, v — odpowiednio modut Younga, modul odksztalcenia postaciowego i liczba
Poissona.

* Warunku tego nie spelniajg reakeje podporowe i dlatego przy stosowaniu twierdzenia nalezy
zawsze naprzéd zdefiniowad, ktére sily uwazamy za obcigZenia niezaleine, ktére za$ za reakcje.



14 WIADOMOSCI WSTEPNE .

Dla zilustrowania stosowalnosei twierdzen (1.2), (1.3) i (1.4) rozpatrzmy konstrukcje (rys. 1.3a) zloZzona
z dwéch prawie poziomyeh, przegubowo polaczonych pretéw, kazdy o sztywnosei B4 i sprezyny o sztyw-
noéei K. Przy obeiazeniu silg pionows @, punkt 4 przesunie sig 0 g do dolu (rys. 1.3b). Ten parametr
geometryczny okresla odksztalcenta wszysvkich elementéw konstrukeji a mianowicie skrécenie kazdego

z pretéw o u = [V 12142 — ]/l“~+—(g‘,—-g)2 ] i Scidniecie

a) 5.91 r b) 1' _______ - sprezyny o ¢. Energia odksztalcenia ustroju jest

V = 05Kg*+{BAw [V EXG) (e}

T
,N\FL,S Traktujac przyrost Ag jako przesunigcie przygotowane

obliczamy AL; = Q Agi AV, a po podstawieniu do

T e 7 g, e (1.2) mamy
ld S
Y @ Ag— Eg Ag—(2EAulY P 1 g3) (dufdg) Ag = 0.

Rys. 1.2. Oznaezenia dla wzordéw (1.8)

Poniewaz Ag # 0, wiee powyzsza zaleznosé bedzie spelniona, gdy
Q = Kg+2B4 (9~9) [VP+55 —VE+Go—gP 1V C+) P +ge—9°T »

przy czym wstawiono tu pelne wyrazenie (du/dg). Identyezny wynik otrzymamy rézniczkujac wyrazenie
V wzgledem g (wzo6r 1.3). Poniewaz (g,/?) 1 (g{l) sa zgodnie z zalozeniern ulamkami malymi, wige rozwi-

(@)

Rys. 1.3. Przyklad konstrukeji o nieliniowej charakterystyce

agq 3
EA g,,)’ | |
2 |
=Kauriy,
F H 8
/ 3 1,dP
i 0/ £ G
< =05
A
75 "N
= - l Paf
cNB
Olegsgz= 1 Zy 7 — | 7
Rys. 1.5

Rys. 1.4. Wynik obliczes dla konstrukeji
z rys. 1.3

jajac w szereg pierwiastki Y 1+(go/0)% i ¥ 14{go—9)%/I* mamy z dokladnoscig do malych czwartego

rzedu
Q= Kgyp+BA(g/l)* y(1-y) (2—9), (e)
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gdzie y = gfg, — wzgledna miara przesunigcia punktu 4. Podane przykladowo w jednostkach bezwy-
miarowych wykresy @(y) (rys. 1.4) wykazuja znaczne odchylenie od liniowosci spowodowane tym, iz
dzialanie obcigZenia zmienia w zasadniczy sposéb ksztalt konstrukeji. Dla tej zatem konstrukeji nie
obowigzuje zasada superpozycji obecigzeri, aczkolwiek elementy jej sa spreiyste. Nie mozna wiec tu
stosowaé ani twierdzenia Castigliana ani zasady wzajemnofcl przesunigé. Przyczyny tego wyjasnia
rys. 1.5 przedstawiajacy ogélnie charakterystyke nieliniowego ustroju. W stanie réwnowagi okreslonym
przez punkt A pole OAC przedstawia prace sily P przy jej quasistatycznym narastaniu od 0 do wartosci
P 4. Praca ta na zasadzie zachowania energii jest réwna energii odksztaleenia V. Nadajac teraz wspo6l-
rzednej f4 przyrost df przy jednoczesnym wzroécie Py o dP, mamy z rysunku dV = P4df, skad wy-
nika twierdzenie wyrazone za pomocg wzoru (1.3). Ten przyrost d¥ weale nie jest réwny polu AEFH,
to jest f4dP. Tylko w ustroju o charakterystyce liniowej, a wiec podiegajacym zasadzie superpozyecji,
gdy linia O4B jest prosta, Py df = f4dP = 4V i wtedy otrzymujemy twierdzenie Castigliana wzér
(1.4).

1.2. Wyznaezanie przemieszczen

Poniewaz w wielu zagadnieniach, jak np. zadaniach statycznie niewyznaczalnych,
okreslenie przemieszczen ustroju jest nieodzowne, potrzebme jest sformulowanie reguly
sprowadzajacej te czynnosé do jednolitego dla wszystkich konstrukeji schematu postepo-
wania.

W tym celu rozpatrzmy na poczatek plaskg tarcze o grubosei é (rys. 1.6a), w ktérej
dzialanie jakichkolwiek przyczyn, wywolalo znang nam zmiane wymiaréw poszczegdinych
jej elementéw. Element 4 doznal przy tym deformacji wyrazajacej sie przyrostami diu-

\\ -
e ¢ i
& 2 \ gl
f-catkowite przemieszcze-
e punktu 8

8
e
\ 7
////(/4
24

Rys. 1.6. Wyznaczenie przemieszczeri na zasadzie prac przygotowanych
a) geometria przemieszczen wymuszonych przyczynami zewnetrzanymi, f — calkowite przemieszezenie punktu B,
skladowa f na kierunek e—e¢ jest szukanym przemieszczentem fB; b) czynnosé pomocnicza.

goéel dz i dy o e dz i &,dy oraz zmiang prostego kata ¥ bac o przyrost f. Stawiajge
zadanie wyznaczenia przesuniecia fz, jakiego na skutek tej deformacji doznal obrany
punkt B w obranym kierunku e-e, wykonajmy czynnosé pomocnicza, polegajaca na
obcigzeniu tej konstrukeji sila 1 kG przylozong w punkcie B w kierunku e-¢ (rys. 1.6b).
Zakladamy przy tym, iz potrafimy obliczy¢ stan napieé oy, 5,, T kG/kGem?*, wywolany
przez te sile.

Jego dzialanie wewnatrz konstrukeji po usunieciu kostki 4 przedstawia powiekszony
fragment rys. 1.6b. Wiedzac z zalozenia, ze uklad tych sil jest w réwnowadze, zastosujmy
do niego wzér (1.1), przy czym jako przesunieeia przygotowane weimy uklad przemieszezen

* Wymiar napieé o, 0y, T nalezy rozumieé jako kG/fem? na 1 kG obcigzenia.
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z rys. 1.6a. Praca sil wewnetrznych @, dy 6, 7, dz 6, Tdz §, T dy J dzialajacych w miejseu
elementu A4, jest

—(0x&:+0,8+7f) dzdyd, (a)
a calkowita praca AL, we wszystkich elementach skladajacych sie na rozpatrywans.
tarcze o polu ¥ wynesi

AL, = — [ [ B.e.+5,6,+7h) dzdy 5. (b)
F
Poniewaz praca przygotowana sil zewnetrznych AL, jest
ALz = lf B2 (c)
wiee po podstawieniu do wzoru (1.1) otrzymujemy
fs =[] @eest,e, 4T azdy 3. (L9)

F
Analogiczny dowdéd mozna przeprowadzié dla dowolnego 3-wymiarowego ciala, otrzy-
mujae w wyniku regule, iz szukane przemieszozenie zdeformowanego z dowolnych przyczyn
ustroju jest réwne liczbowo pracy sit weunetrznych wywolanych odpowredniq silg jednostkowa
na odksztatceniach spowodowanych tymi dowolnymi pryzyczynami. Przez odpowiedni dobdr
sily jednostkowej rozumie sig spelnienie kryterium (c), co jest réwnoznaczne z tym, aby
byla ona sila uogélniona dla poszukiwanego przemieszezenia. Otrzymany wynik (1.9)
ma wazne znaczenie dla cienkosciennych konstrukeji, ktérych elementy pracuja na ogét
W 2-wymiarowym stanie napieé (patrz rozdz. 6 i 7).
W przypadku plaskiej konstrukeji pretowej o przekrojach zwartyeh (rys. 1.7a),
w ktdrej dzialanie dowolnych przyczyn zdeformowalo pierwotnie proste elementy, na

NN

Rys. 1.7. Wyznaczenie przemieszczetr w plaskiej konstrukeji pretowej
a) geometria pr i wY ch przyczymami zewngirznymi; b) ezynnosé pomocmicza (obcigZenie silg
jednostkows) | ukiad sit wewnetrznych.

przyklad CD pierwsza czynnofeig dla okreslenia przemieszezenia f punktu E w zadanym
kipmka e-e jest wprowadzenie odpowiedniej sity jednostkowej (rys. 1.7b). Sila ta wywo-
luje pewien stan naprezeh w pretach ustroju. Obliczenie przemieszczenia wedlug podanej
reguly wymagaloby calkowania prac elementarnych w objetosei wszystkich pretow trakto-
wanych jako ciala 3-wymiarowe. Zadanie to mozna jednak uproscié* wprowadzajae

* Uproszczonie opatte jest na twierdzeniu Mechaniki Ogélnej gloszacym, iz praca ukladu sil jest
réwna pracy wypadkowej sily tego ukladu. W omawisnym przypadku daje to zastgpienie calki potréjnej
przez pojedynczg.
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wypadkowe sily wewnetrzne n kG/kG, ¢ kG/kG, m kGem/kG, wywolane przez te sile
jednostkows i obliczajac ich prace aa przesunigciach punktéw osi preta. Daje to w wyniku

f= f (n du-+Fkt dw+m d9), (1.10a)

AEB

gdzie symbol AEB oznacza calkowanie wzdluz osi wszystkich pretéw, a wspélezynnik
k uwzglednia fakt, iz rozklad naprezen stycznych o wypadkowej ¢ nie jest na przekroju
preta réwnomierny, jak réwniez i to ze katy 8 dla poszczegdlnych widkien tez s3 na
ogdl jednakowe.

Rys. 1.8. Uklad sil i geometria przemieszezenn w przestrzenmej konstrukeji pretowej
a) uklad sil wypadkowych wewnetrznych; b) skiadowe pr i ia w el ie preta: du — wydluzenie, dwy

i dw, przesuniecia prostopadte do osi, dd. i d#; — zakrzywienie osi, AP — skrecenie.

W przypadku konstrukeji pretowej przestrzennej (rys. 1.8) analogiczne rozumowanie
prowadzi do wyniku

£ = [ (0 dut-kyty dwy+Eoty dwoy+-my Ay +my dytm, dP) (1.10b)

gdzie jak poprzednio calflkowanie odnosi sie¢ do wszystkich elementéw skladajacych sie
na dana konstrukeje, wspdtezynniki %, i k, maja to samo znaczenie, co poprzednio wspét-
ezynnik k.

W dotychezasowych rozwazaniach nie interesowaliémy si¢ przyczynami wywolujacymi
przemieszezenia. W zagadnieniach statyki konstrukeji przyczynami tymi moze byé na
przyklad dzialanie obcigzen zewnetrznych, odksztalcenie cieplne, bledny montaz lub
odksztalcenia plastyezne. Ograniczajac sie na razie do analizy skutkdw dzialania obciazen
zewnetrznych, gdy konstrukeja jest idealnie sprezysta, a w elemencie CD (rys. 1.7a)
dziala sila wzdluina N, sila tnaca T i moment gnacy M, mamy nastepujsce zaleznosci
znane z Wytrzymalodei Materialéw:

dla konstrukeji pretowej plaskiej

du = NdsfE4, dw=fds= Tds/G4, d¢ = Mds/EJ, d)
dla konstrukeji pretowej przestrzennej (rys. 1.8)

du = N as/EA, dw, = p,ds = T, ds/GA, dw, = p,ds = T,ds/GA, }
a9, = M, ds/EJ,, d9, = M,ds/EJ,, 4D = M, ds/C, (©)

2 Statyka | statecznosé¢
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gdzie
A — pole poprzecznego przekroju preta,
I, I, — momenty bezwladnodci wzgledem gléwnych centralnych osi 7 i 2,
C — sztywnodé preta na skrecanie.
Podstawienie zaleznosei (d) i1 (e) do wzoréw (1.10) daje dla konstrukeji plaskiej

Nnd Mmd Tt d.
f= ;AS+ ;’SSM GAS, (1.11a)
a dla przestrzennej*
P= Nnds +kffl’tds thds_‘_fMlmlds
Mym, ds Mm, ds
+f jTJZ +f o (Llb)

Wystepujgce we wzorach (1.11) wyrazenia podcatkowe maja dla konstrukeji o stalych
sztywnodeciach postaé iloczynu dwéch funkeji. W wielu zastosowaniach co najmniej jedna

B
S0xT
/

Xsc

o

i Yse

0 X7 X ¥

Rys. 1.9. Oznaczenia do wzoru (1.12)

z tych funkeji jest liniowa. W takich przypadkach calkowanie mozna uproéeié¢ stosujac
znany z matematyki wzér, wedtug ktérego calka z iloczynu dwéeh funkeji, jednej dowolnej
Y (x) i drugiej liniowej y(z) = ax-+b (rys. 1.9), jest

[ 7@ y(@) dv = Flaz,+b) = Py, . (112)

X
Szereg typowych wartosei [ Yy dz podano w tabl. 1.1.

Przyklad: Wyznaczyé pionowe przemieszezenie przesuwnej podpory ramy plaskiej (rys. 1.10).
Rozwiazanie rozpoczynamy wyznaczajac przebieg sit wewnetrznych (M, 7', N) od obeia-
Zenia zewnetrznego (rys. 1.10b), a nastepnie od obciazenia sila jednostkows Pgoq przylozons na podporze
B (rys. 1.10¢). Zwroty sit wewnetrznych na poszezegéinych pretach zaznaczono tak, jak dzialaja one na

* Nalezy podkreslié tu, iz we wzorach (1.11) osie I i 2 sg centralnymi giéwnymi osiami bezwladnosei
przekroju, podezas gdy we wzorach (1.10) sa to dwie dowolne prostopadle osie.
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wyciety element. Odpowieds otrzymujemy podstawiajac odpowiednie funkeje do wzoru (1.11a). Wyniki

calkowania po zastosowaniu wzoru (1.12) lub wartosei z tabl. 1.1 sa nastepujace

Mm ds 1 P2, 1 Pl+ta) _ pp3 [ _
“Er " m, st EnL 2 l" = 3@, 't 1+7)| = 355 0m,
Ttds k, k kp Pl k, A a1

k =P 4 T ingl =Pty el (2T
A @4, Pi-1 GA, Rsinf 1, cosp o, [1—{- A, ( W )] 0,0056 cm ,
Nn ds Rcosfl,sinf Pl(l+a)
f Ea T EA4, = - i, — —h0os3cm,
. |P=2t
m Iy =7600cm*
L= 5700cm‘
E=210° kGfecm?
A, =60cm?2
=53¢cm?2
=355t k=20
=21

J
All]1] I
i | u!iHHD % A 0 [~

Rys. 1.10. Wykresy sit wewnetrznych ramy plaskie) przy obeigzeniu zewnetrznym (M, T, N)
i jednostkowym sita Pyga{m, t, n)

przy czym znak minus ostatnie) catki wynika stad, ze znaki sil wewnetrznych N i n sa przeciwne.
W ostatecznym wyniku dodatnia wartosé

/B = 3,65+0,0056—0,0053 ~ 3,55 cm

oznacza, o przemieszezenie nastepuje w kierunkn zalozonej sity Pyeq.
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Z analizy powyzszych liczb wynika ogdlna regula: W konstrukcjach pretowych, w kidrych wymiary
prezekroju poprzecanego sq male w pord iw z dlugosciq pretéw ¢t w ktérych poza silami wzdluinymi
© tngeyms wystepuje jednoczesnie zginanie, odksztalcente konstrukcji moz yznaczyé pomijajac catkowicie

wplyw-sit wzdluinych ¢ tnqcych.

1.3. Réwnania Maxweilla—Mohra

W statyce konstrukeji najczeéciej stosowana metoda rozwiazania zagadnien statycznie
niewyznaczalnych jest melodo sit dajgca odpowieds w postaci rdwnan Mazwella— Mohra.
Réwnania te sa bardzo przejrzyste z uwagi na ich sens fizyezny, a wyznaczenie wspdl-
czynnikéw tych réwnan sprowadzone jest do jednolitego dla wszystkich konstrukeii
schematu postepowania. Punktem wyjscia do sformulowania réwnan Maxwella—Mohra
jest nastepujace stwierdzenie:

W Fkonstrukcji siatycznie niewyznaczainej, zamienionej myslowo na statycznie wyzna-
czalng przez wprowadzente dodatkowych przecigé, wartodci niewiadomych sit statycznie nie-
wyznaczalnych sq tak dobrane, 1% w miejscach dodathowych przecieé zachodzi ciqglosé prze-
mieszezen.

Weimy jako najprostszy przyklad belke czteroprzestows {rys. 1.11). Przez usuniecie
wiezéw lgczacych belke z podporami §rodkowymi zamieniamy ia ra konstrukeje statycz-
nie wyznaczalng z nie znanymi na razie wartodciami sit X,, X,, X, (rys. 1.11b). W celu
sformulowania réwnan Maxwella—Mohra rozdzielamy ten stan na cztery stany skladowe
(rys. 1.11¢) nazywajac stan obcigzenia sitami P, P, stanem zerowym (stan ,,0°’), a kolejne
stany obciazenia silami jednostkowymi X, = 1kG, X, = 1 kG, X,; = 1 kG odpowiednio
stanami: 7, 21 3. Oznaczajac odpowiednie przemieszezenia przez a, rozrézniamy je podajac
wskazniki. WskaZnik pierwszy oznacza, jakiej sile uogdlnionej odpowiada dane prze-
mieszezenie jako wspdlrzedna uogélniona. Wskaznik drugi oznacza obciazenie wywolujace
to przemieszezenie.

Tak wige na przyklad a3, 05, 1,0 52 Wspdlrzednymi nogdlnionymt odpowiadajacyrmi
odpowiednio, siom uwogdlnionym X,, X,, X,, wywolanymi jednostkowymi obciazeniami
uogdlnionymi X; = 1k, X, = 1kG, i stanem obciazenia ,,0".

Przypominajac teraz, ze zamiast jednostkowych sil uogélnionych X,, X,, X; dzialajs
ich wielokrotnogei oznaczone jako X; # 1kG, X, # 1kG, X; # 1kG, otrzymamy
np. w punkecie I przemieszezenia o; X, a;,.X,, 0335, 0y, zachodzace w tym samym
kierunku. Suma tych przemieszezen . ’

a; = 31 Xy +ay 2 Koty 53 X540y,

jest wedtug zasady superpozyecji wynikowym przemieszczeniem punktu I belki wzgledem
wierzcholka podpory 1 traktowanej w danym zadaniu jako nieprzesuwnej (catkowicie
sztywnej) w kierunku dzialania X,. Praypadek a, > 0 oznaczalby, ze material belki
przeniknat w material podpory, przypadek a, < 0 oznaczalby powstanie szezeliny miedzy
materialem belki a podpora. W obydwu praypadkach a, # 0 oznacza wiec nieciaglo$d
przemieszezen miedzy dwoma odpowiadajacymi sobie punktami konstrukeji. Jeéli sily
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Rys. 1.11 Rozwiazanie belki cigglej réwnaniami M—M
Linia AC’D’B ~ wykres momentéw gnacych od sit P,, Py; linia 41°'2"3’B — wykres momentéw gnacych od sit
X, X;, X, otrzymanych z rozwiazania réwnat M—31,
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X,, X,, X, dobrane sa prawidlowo, to tej niecigglodci byé nie moze i ¢, musi byé réwne
zeru. Ostatecznie
ay,1 Xy +0y,: X0, 3 X5+, =0 (1.13a)

jest réwnaniem warunkujacym cigglo§é przemieszezen na podporze I. Analogiczne roz-
wazania dla punktéw 2 i 3 dajg dwa dalsze réwnania w postaci:

g, 1 Xy g s X+ 3 Koty o = 0. (1.13b)
3,1 X1+, 3 X+ 05 5 X5+ 03,0 = 0. (1.13¢)

W ten sposéb sformulowany uklad réwnan tzw. réwnan Maxwella—Mohra jest biorae
formalnie rozwigzaniem postawionego zadania. Aby jednak mial on warto$é praktyczna,
musimy okreéli¢ wspélezynniki a. To ostatnie zadanie jest powtérzeniem rozwazan art. 1.2
i polega na okresleniu pracy sil wewngtrznych wywolanych obciazeniem jednostkowym
(wskaznik pierwszy) na odksztalceniach spowodowanych obecigzeniem jednostkowym
(wskaznik drugi). Zauwazmy ponadto, iz zawsze shuszna jest zaleinosé

Uj = G (L.14)

wynikajaca z zasady wzajemno$ci przesunieé (1.7). Dzieki temu ulega redukoji liczba
obliczanych wspélezynnikéw.

Poniewaz rozwazana konstrukeja (rys. 1.11) jest konstrukejs pretows plaska, przeto
uwzgledniajac wnioski z przykladu (art. 1.2) mamy wedlug wzoru (1.11a)

mym; dx m? dz Mm, dz )
wi= ) =gr w=) gy =) gy Q1)
Tak na przyklad
ay a, b1 b3
_J eamoamas | |3 ==t ()
a1‘3*0 BJ a BT +

I1b b,
f {71 x—(z—al)] {73 x—(x—aﬁ)] dx
+ g i ,
skad po wykonaniu catkowan

2
U= Ogq = alba[aaéllgﬁa.) a1]
Analogicznie mozna obliczyé
(a;0;)°
¥
Whspdtezynniki ¢; ;, jako catki z kwadratéw funkeji, sg zawsze dodatnie, natomiast wspdl-
ezynniki ¢; ; (¢ # j) moga byé ujemne, dodatnie lub réwne zeru, Nalezy podkreélié, iz
wyznacznik charakterystyczny ukladu* (1.13) jest zawsze dodatni, a wiee uklad réwnan

* Dowdd tego Czytelnik moze znalezé w: Biezeno Grammel, Technische Dynamsk, 1939, Springer
Verlag, str. 89.
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ma zawsze jedno rozwiazanie. Wspdlezynniki obliczone wedlug wzoréw. (1.15) maja
bardzo male wartodci, co jest w rachunkach niewygodne. Dlatego zazwyeczaj mnozymy
wszystkie wspdlezynniki i wyrazy wolne przez staly wartodé (np. przez %). Miana wspdl-
ezynnikéw przy niewiadomyech sg takie, ze rezultat, tj. sily X;, X,, X, otrzymujemy
zawsze we wiadciwych wymiarach. W omawianym przykiadzie m;, m; maja wymiar
kGem/kG, a zatem mianem a;,; jest em/kQG, podezas gdy a; o, ma wymiar em, gdyz M (x)
jest w kGem. W rezuitacie wymiarem X,, X,, X; jest kG.

Wybrany przez nas przyklad ukladania réwnan Maxwella — Mohra nalezy do najpro-
stszyech. W przypadkach bardziej zlozonych metoda postepowania pozostaje ta sama,
a jej etapy sa nastepujace:

1. Zamiana usiroju na statycznie wyznaczalny z wprowadzeniem wielkosci statycenie
niewyznaczalnych © okresleniem ich liczby (rys. 1.11Db).

2. Podzial obcigienia statycznie wyznaczainej konsirukeji na stany: zerowy i stany ko-
lejnego obciqienia sitami jednosthowymi (rys. 1.11c).

3. Sformulowanie ukladu réwnan Maxwella— Mohra z warunku ciagloser przemaeszczen.

4. Wyznaczenie wspolczynnikéw réwnasdi wedlug jednolitego schematu 1 rozwigzania
ukladu.

Nalezy podkresli¢, ze trud sformulowania réwnati Maxwella—Mohra w postaci (1.13)
jest minimalny i polega na zsumowaniu skladowyeh przemieszezen zachodzacych w tym
samym punkeie i w tym samym kierunku. Niepotrzebne jest przy tym analizowanie
zgodnosel zwrotéw przemieszezen, gdyz odpowicdz na to daje wzér (1.11), do kidrego
sily wewnetrzne wstawiamy 2z jednakowymi badZ przeciwnymi znakami. w zaleinosei
od tego, czy maja ore w danym punkcie osi preta zwroty zgodne czy przeciwne. Aby
przy tym nie popelni¢ bledu, mozna te zwroty zaznaczaé jak podano w przykladzie
(art. 1.2).

1.4. Uwagi o réwnaniach M—M. Regula zamiany sianu ,,0”

Przyklad belki ciagle] (rys. 1.11) prowadzacy do réwnan (1.13) jest formalnie biorae
rozwigzany prawidiowo. Z punktu widzenia jednak zastosowania praktycznego rozwig-
zanie to pozostawia wiele do zyczenia. Rozpatrujac bowiem wynik koncowy, tj. wypadko-
wy wykres momentéw gnacyech (rys. 1.11d). widzimy, %e jest on réinica dwdch duzych
i bliskich siebie wartodci. Aby wige rezultat ten mial znaczenie praktyczne, wszystkie
rachunki musza by¢ prowadzone z duza dokladnoscia przy uzyein maszyn. Druga okoliez-
noseig, ktdra wystapilaby wyrasniej przy duzej hezbie niewiadomych X jest to, ze kaide
z rownah (1.13) zawiera wszystkie niewiadome. Fakt ten nie jest grozny, gdy liczba
rownafhh M—M jest dwa lub tmay. Jedli jednak jest ich kilkadziesiat, to rozwigzanie
zadania staje sig problemem rachunkowym nie pozwalajacym na szybkie wyciggnigcie
wnioskéw praktycznych. W wyniku mamy wige dwa postulaty, a mianowicie:

1. Charakter wielkosci statyczmie niewyznoczoalaych nalesy tok dobierad, aby w kazdym
z rownah M— M wystepowala moiliwie mata liczba niewiadomych.
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Rys. 1.12. Belka ciagla na spreiystych podporach

Schemat statycznie wyznaczalny i stany wyjsciowe do wyznaczania réwnania 5 momentéw,
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2. Dobér ukladu zerowego musi byé taki, aby przebieg sil wewnelrznych tego ukladu
2blizal sie do rzeczywistego ich przebiegu, to jest, aby statycznie niewyznaczalne wielkoscs
byly moiliwie male © nosily charakter tylko malyrk poprawek.

Zastosowanie pierwszego postulatu oméwimy na przykladzie belki ciaglej zakladajac
dla ogdlnosei, ze podpory sa sprezyscie podatne na przesuniecia pionowe (wspélezynnik
sztywnosei € [kG/em]) (rys. 1.12a).

Zamiany tej belki na uklad statycznie wyznaczalny dokonujemy rozeinajac belke na
podporach i wprowadzajae w tych mySlowych przecieciach momenty oddzialywania
Xi-1, X;, X;,, jednego przekroju belki na drugi. Bioragec pod uwage wzdr (c)z art. 1.2
okredlamy, iz wspdlrzedna uwogdlniona, odpowiadajaca sile nogélnionej X, jest wzgledny
obrét przekrojow schodzacyeh sie na danej podporze albo inaczej kat zalomu linii ugiecia
w tym przekroju. Piszac zatem réwnanie M—M dla i-tej podpory, wyrazajace warunek,
aby sumaryezny zalom wywolany obciazeniam Py, P, ..., M, ..., X;_,;, X;_,, X, itd.
byt rowny zeru, otrzymujemy

o Kyt s Xt a i Ximat o s X+ Xy Xty = 0.

W réwnaniu powyzszym uwzgledniliSmy wszystkie niewiadome poczawszy od X, a skon-
czywszy na ostatniej X, . Latwo jednak zauwazy¢ (rys.1.12¢), ze a;; =0, gdy j = i+3
Nie ma bowiem ani jednego elementu konstrukeji statycznie wyznaczalnej, w ktérym
obciazenia X; = 1 kGem (stan ,,i”’) i X;,5 = 1 kGem (stan ,,i+3") wywolywalyby jedno-
czeénie sity wewngtrzne rézne od zera. Wobee tego wszystkie wyrazenia podealkowe we
wzorze (1.11) sg tozsamosciowo réwne zeru, to zas daje q; ;.5 = 0, jak réwniez g; ; = 0,
gdy j > i+3. Fizycznie oznacza to, ze uklad X;(j > ¢+3) nie wplywa na zalom na i-tej
podporze. To samo stwierdzenie dotyczy niewiadomyeh X; na lewo od podpory ¢, a mia-
nowicie: ¢; ; = 0, jesli j << i—3. Wynika stad, ze w réwnanin M—M wystepowaé bedzie
tylko pigé kolejnych niewiadomych X;_ ., X;1, X;, X1, Xipe, 10 jest

G g Xig b0y Xy y + 0 s Ky 14y Koy +04, 100 X i 0o = 0 (1.16)

i dlatego réwnanie to nosi nazwe réwnania 5 momentéw.

Aby réwnanie (1.16) mialo sens praktyczny, potrzeba podaé wyrazenia dla wspél-
czynnikéw a. Najlatwiej okreslié a; ;_5 i @; ;,0, gdyz jedynymi elementami, w ktérych
pojawiaja sig jednoczeénie sily wewnetrzne od X; = 1kGem i X;,, = 1kGom (lub
X; , = 1kGem) sa elementy sprezyste podpory (i--1) lub (¢i—1). Przemieszezenie o; ;.,
Jjest wedlug art. 1.2 réwne liczbowo pracy sily Sciskajgcej 1/I;, wywolanej przez X; =
= 1 kGem na skréeeniu 1/C;,,l;,, wywolanym przez X, , = 1 kGem.

W wyniku

1
G = g, MG
Podobnie
1
Gt =G gt o

przedstawia kat zalomu na podporze i-tej (w radianach na kGem) wywolany obciazeniami
X; ;= 1kGem.
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Analogicznie obliczamy pozostale wspélezynniki ofrzymujae w wyniku:

1
i = G
_ b 1 l) 1 H)
%= GBI Gl (“l,_l Ol (”'l?—?,’
liey 2 1 1 LV 1
“““3EAJ+MWJ*aﬂ&I+aﬁb+22)+aﬂﬁ’ (L17)
_ li _ 1 i+1 1 li—l .
% =GR, cmwﬂb+h) aum@*?"
. 1
A A

Wyraz wolny a; o przedstawia zalom na i-tej podporze w stanie ,,0”. Jesli wiee 8p ;-
i 8,4 ; sa katami ugiecia przeset [, i [; na podporze ¢-tej w przypadku podpdr absolutnie
szbywnych, to po nwzglednieniu podatnodei podpér mamy

R, R, A R
- . . 4 _ LI b DEENRL DU i+1 .
o =Onsmct Ot g G (1) (149
gdzie B;_,, R;, R, ; oznaczajy reakcje na odpowiednich podporach w stanie ,,0”. Jesliby
na przyklad sity P;, P, dzialaly poérodku przeset I, /;—,, to

By = 0,5P+(M/l), Byy=—Mfl;;, Biy=05P+P,)

W szezegdlnym przypadku podpdr absclutnie sztywnych (C) = €, = ... = oo) i stalej
sztywnosci EJ belki, réwnanie (1.16) przechodzi w powszechnie znane réwnanie trzech
momentéw

Xy lig F 2K (g H0) + Xl = —6ET (05,11 +0.4,0) (1.19)

Nie wdajac sig w dalsza analize réwnania ciagtosci (1.16) stwierdzamy, ze postaé ukladu
{rys. 1.13) jest stosunkowo prosta, a sam uklad mozna rozwiazaé przy uzyciu suwaka
logarytmicznego.

‘ Ten pomyslny wynik zawdzigezamy temu, Ze dziatanie kasdej z niewiadomych X
zamyka sig w obrebie czedei konstrukeji (dwa sasiednie przesta). Podobny dobdr niewiado-
mych moing zastosowaé w konstrukcjach wykazujacych tzw. budowe segmentowq, (rozdz. 4, 5
i 8). Przedstawiona metoda spelnia w pewnej mierze réwniez drugi postulat, o ile tylko
sztywnoéei € podpdr nie sg zbyt male. Wystepuje to szczegblnie wyraznie w przypadku
podpér sztywnych (réwnanie trzech momentéw). Prayklady liczbowe wykazuja, iz korekta
wprowadzona przez momenty X rzadko kiedy przekracza 309, maksymalne] wartosci
moomentu w stanie ,,07.

Znaczng redukeje wartoSci statycznie niewyznaczalnych mozna otrzymad, jedli juz
w stanie ,,0” wprowadzié¢ ,,a priori” pewne wartofci sil statycznie niewyznaczalnych.
Wezmy dla przykladu belke statyeznie niewyznaczalng (rys. 1.14a), ktérej przewidywany
ksztalt linii ugieeia wykazuje istnienie punktu przegigcia na pewno miedzy punktami
Adic. Obierzmy zupelnie dowolnie ten punkt, na polowie odleglosei miedzy 4 i C. Z wa-
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a) b)

o Xy U0 L X X [ X5 | X X5 [ X oI L L s [ X X5 | Xe X (X
Itololaol=l—i—[—]— I 0 |—!—f{—]e]=1—
miolololo|l—{—|—i— It olo|——|—]—]—
miololololo|—i—— ‘mi—jololoj—[—l—|—
wl—lolojololo|—|— wi——lolojo|—~|——
vi—l—lojolololo]|— Vi—|—|—cloloi—|—
Vi|—|—|—tololololo vi|——t—|—lololoi—
virf—|—|—|—lololelo VI |—|— —|—=1—|0j0lo
vit| — —|—1—|—]0 o]0 v — | —|—1—1—=1—lol0o

4 A PN A PN AN A A AN AN
0 1 2 3 4 5 8 7 8 g

Rys. 1.13. Symboliczne przedstawienie réwnan 5 i 3 momentéw -dla belki 9-cio przestowej
Kolka oznaczaja wystepowanie danej niewiadomej w rownanit, Réwunania I, II, VII i VIII maja postaé skrocona,
gdys Xy =X =X, = Xy, = Xy = X1, = 0.
runku, ze w punkeie przegiecia M = 0, otrzymamy reakeje B = P/3. Jedli wiec przyj-
miemy, Ze stan ,,0” sklada sie z dwdch sit P i B (rys. 1.14¢), to réwnanie M—M dla
a) 1 sity X przedstawiajgcej tym razem nie calg re-

P £J akeje podpory B, leez tylko korekte zalozonej

A 9'; 8 - , . .
y -8 priori” wartodei B ma postaé
R 7
i L, &
U2 —wra— 2 > ay, 1 X405, =0,

b HP X gdzie wedlug przykladu (art. 1.2)
LV S
WYY ET T 38T

Obliczona stad sila X = P/48 ma wartosé
15-krotnie mniejsza, niz sita X = 5P/16, ktéra

otrzymaliby$my stosujge normalny sposéb po-

Rys. 1.14. Wprowadzanie ,a priori” do

stanu ,,0” wartosei sit dzialajacych na
zbednej podporze

stepowania.

W postawionym zadaniu (rys. 1.14) mogli-
byémy zamiast B = P/3 wzigé réwnie dobrze
jakakolwiek inng wartosé R’ i obliezyé odpowiednia wartosé X Analogicznie mozemy
postapié w przypadku kazdej innej konstrukeji, otrzymujac w wyniku tzw. regule zamiony
stanw ,,07 gloszacs, iz w danej konstrukeji statycznie niewyznaczaine) jako stan ,,0” moinw
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preyjat kaidy dowolny uklad sil wewnegtrznych spelniajgcy warunki réwnowagi i statyczne
warunki podporowe. Pod tym ostatnim okresleniem rozumiemy spelnienie warunkéw na
brzegach (podporach) narzuconych w danym zagadnieniu w postaci sil. Takim warunkiem
w zadaniu (rys. 1.14} bylo na przykiad to, iz na kosicu B moment gnacy jest. a na podporze
A moze nie byé rowny zeru. Podana podstawowa regula jest czesto stosowana w analizie
wszystkich statycznie niewyznaczalnych konstrukeji (patrz rozdz. 4, 5, 8).

1.5. Zasada jednoznacznosei rozwiazania

W wielu zagadanieniach statyki konstrukeji duze uproszezenia mozna osiggnaé ko-
rzystajac z z2asady jednoznacznosci rozwiqrania gloszgeej, ze jesli dane cialo sprezyste
unieruchomione jest w sposéb wykluczajacy jego przemieszezenia jako ciala sztywnego,
to dane obeiazenie wywoluje w nim jeden i tylko jeden stan napieé i przemieszozen*.
Jesli wige w ustroju statycznie wyznaczalnym dobrany bez zadnych rachunkéw (na
chybil trafil) uklad sit wewnetrznych spelnia wraz z danym obciazeniem wymagane wa-
runki réwnowagi, to z zasady jednoznacznosei wynika, ze taki nklad jest jednoezesnie pra-
widlowym rozwigzaniem zagadnienia. Jak si¢ okaze (patrz art. 2.8) takie sprawdzenie
moze byé niekiedy wynikiem samego tylko rozumowania bez jakichkolwiek obliczen,
wobec czego powyzszy wniosek ma duZe znaczenie praktyczne. Ten sam wniosek dotyezy
réwniez ustrojéw statycznie niewyznaczalnych z ta tylko réznica. iz sprawdzenie dobra-
nego na chybil trafil nkladu sil wewnetrznych polegaé musi nie tylko na sprawdzenin
rownowagi, lecz réwniez na sprawdzeniu ciaglodci przemieszezen miedzy wszystkimi
elementami ustroju.

W przypadku, gdy ustréj statycznie niewyznaczalny ma os lub plaszezyzne symetrii ¥¥,
zasada jednoznaczno$ei bardzo ulatwia obliczenie sit wewnetrznych. Zauwazmy bowiem,
iz ustréj taki stanowi zespSl dwoéeh identyeznych konstrukeji (poléwek) polaczonych
w plaszezysnie symetrii. Dzielac obciazenie takiej konstrukeji na obeiazenie symetryczne
i antysymetryczne (rys. 1.15), a nastepnie prowadzac w plaszezyénie symetrii przekroj
i wstawiajac w nim wszystkie sily wewnetrzne. jakie w tym przekroju moga sie pojawié
(w przypadku plaskiego ukladu M,, T, N), stosujemy do kazdej z poldwek zasade jedno-
znaecznosei rozwiazania. Wykonawszy te czynnodei (rys. 1.16 i 1.17) widzimy, ze dla
obcigzenia symetrycznego (rys. 1.16) sila 7' istnieé nie moze, w praypadku za$ obciazenia
antysymetrycznego (rys. 1.17) nie mogg istnieé ani 3, ani N. To rozwazanie prowadzi
do reguly, ze w konstrukcji symetrycznej symetrycznie (aniysymetrycznie) obciqionej w prze-
kroju na osi symetrit mogq istnieé tylko te oddzialywania, kidre bedac zgodne z zasadg dziata-
nia ¢ oddzialywenin sianowiq (nie stanowiq) zwierciadlane odbicie jedne drugich.

* Twierdzenie to okreéls skutek, jaki wywoluje dane obciazenie. natomiast nie ma tu mowy o cal-
kowitych naprezeniach, ktére moga byé zmienione przez naprezenia wiasne, pojawlajace sie np. na
skutek bigdéw montazowych. Dowdd zasady jednoznacznosei rozwiazania podany jest u Hubera, Teoria
Sprezystodes cz. I, Warszawa 1954, PWN, str. 110.

** Konstrukeje uwazamy za symetryczng tylko wtedy, gdy nie tylko keztalt jej jest symetryczny,
lecz gdy opréez tego elementy symetryczne majg identyczne sztywnosei.
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Rys. 1.15. Przyklad rozdzialu ogélnego obciazenia konstrukeji symetrycznej na obeiazenie
symetryczne (b) i antysymetryczne (c)

Rys. 1.16. Sily wewnetrzne w plaszczyinie symetrn przy obciazeniu symetrycznym
a), b) rozciete czesci zrys. 1.15b z wprowadzonymi oddziatywaniami, kt6re moga, ale nie muszs istnieé; ¢) konstrukeia
% b) odwrécona do pokrycia sie z konstrukeja z a). Widad, ie jest to taka sama konstrukeja identycznie obeiazona,
a stad sily wewngirzne w plaszezyinie symetrii musza by¢ takie same, Stad 7 = —~7' i wreszcie 7 = 0.

Rys. 1.17. Sily wewnetrzne w plaszezyinie symetrii przy obeiazeniu antysymetrycanym
a)ib) rozeiete czesei konstrukeji z rys. 1.15¢ z wprowadzonymi oddzialywaniami, ktére moga, 2le nie musza istniec;
¢) konstrukcja z rys. b odwrécona do pokryecia sie z konstrukeja z a), Widag, Ze jest to ta sama konstrukeja, ale od-
wrotnie obciazona, wige sity wewnetrzne tez muszg zmienié znak, Warunek ten speinia tylko 7', stad wniosek, ze

N =0, Mg = 0, a T moze nie réwnaé si¢ zeru.
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Korzysei, jakie ta regula daje, widaé od razu z rys. 1.16 i 1.17, a mianowicie przy
ogélnym obcigzeniu (rys. 1.15a) jest pie¢ wielkosei statycznie niewyznaczalnych, na-
tomiast przy obecigzeniu symetrycznym tych niewiadomych jest trzy, a przy antysy-
metrycznym dwie. Prowadzi to do znacznie prostszych ukladéw réwnan M—M. W nie-
ktéryeh przypadkach przy zastosowaniu przytoczonej reguly moina rozwiazaé zadania

a) b) c)
-2

A i N f’z——-{ A

Rys. 1.18. Przyklad rozwigzania ramy

statycznie niewyznaczalne postugujac sig tylko réwnaniami réwnowagi. Weimy na przy-
klad rame (rys. 1.18), w ktérej sile T wyznaczymy z warunku réwnowagi momentéw
wzgledem punktu 4 (rys. 1.18b), a mianowicie

-2, o

skad juz mozna okreslié¢ przebieg momentéw gnacych (rys. 1.18c). Podobnie dla pierscienia
kolowego (rys. 1.19) rozciecie wzdluz $rednicy poziomej i przeprowadzenie rozumowania

Rys. 1.19. Przyklad rozwiazania piercienia. Obcigzenie para sil: 2PR, zréwnowazone obeig-
Zeniem réwnomierme rozlozonym q; = P[nR. Jednostka rzednych na rys. ¢ jest PR.

identycznego jak na rys. 1.17 daje zaleznoié T, = T,. Z réwnania réwnowagi rzutéw
na o8 pozioms mamy
P 2
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Moment gnacy w dowolnym przekroju (0 << %)

- B
M, = [ qRdy R[1—cos (B—y)]—T, R sin f = PzR (Sm f _72?) “
. 0 -

ma przebieg podany na rys. 1.19c.

1.6. Linie wplywowe. Sposéb budowy i zastosowania

W niektérych ustrojach, zwlaszeza diwignicach, obciazenie zewnetrzne moze zmieniaé wartosé
i polozenie na konstrukeji, pociagajac za sobs zmiane wartodei sil wewnetrznych, odksztalceri itp.
Przejrzysty obraz zmian interesujgeych nas wielkodei otrzymujemy stosujac specjalne wykresy, tzw.
Linde wplywowe.

Sposéb budowy linii wplywowych opiszemy na przykladzie belki (rys. 1.20) obciazonej sila P =
=1 kG mogacq przesuwad sie wzdluz calej rozpietosci. W obranym przekroju 4 — 4 obliczamy wielkosei
sit wewnetrznych { kG/kG i my kGem/kG w funkeji wspéirzednej c. Uwzgledniajae, zo dodatnie zwroty
tych sit sg takie jak na rys. 1.20b, mamy:

t = —1kG/kG; my= —(a—¢c) kGem/kG, gdy O<c<a; (a)
= 0 kG/kG, my = 0kGem/kG, gdy e<e<]!. (b)

W celu najprostszego przedstawienia wzordw (a) i (b) odkladamy interesujace nas wielkosei (2, my)
Jjako rzedne wykresu, w ktorym odcieta jest wielkos$é ¢, czyli wspdlrzedna okreslajgca kazdorazowse
polozenie jednostkowe] sily obeigzajacej. Wykresy te {rys. 1.20c¢ i d) nazywamy liniami wplywowymi
-odpowiedniej wielkosei fizyeznej w danym przekroju A—4. Pelne wiee okredlenie linii wplywowsj
zawiera zawsze dwie informacje — pierwsza dotyczaca przedstawionej wielkosei fizycznej, druga okresla-
Jjaca przekroj (badZz ogodlnie biorac element) konstrukeji, w ktérym ta wielkoéé fizyczna wystepuje.

Analogiczne linie wplywowe moéna wykreslié i dla innych przekrojéw rozwazanej belki {rys. 1.20a).
W wyniku otrzymamy szereg linii wplywowych, ktdre mozns nanieéé na jeden rysunek (rys. 1.21).

Jako drugi przyklad o duiym praktycznym znaczeniu oméwimy wyznaczenie linii wpltywowyeh
reakeji podpdr sit tnacych i momentéw gnacych dla belki z wysiegnikami (rys. 1.22). Linie wplywowe
dla reakeji 74 i rg
i—

14
‘otrzymujemy jako dwie linie proste (rys. 1.22b) przechodzace przez wskazane punkiy charakterystyczne
{¢ = 0; ¢ = I). Linie wplywows sily tnacej ¢ w przekroju K (rys. 1.22¢) otrzymujemy z wzordw (rys.
1.20b):

° KG/KG, rp= —;- KG/EG, (—by < o < i+bg) ©

rq =

te=r4, gdy ¢> ag; @
t=—rg, gdy ¢ <ag.

‘Ta postaé linii wplywowej (lamana C,K,K,D,) jest stluszna dopdty, dopoki punkt K znajduje sie miedzy
podporami 4 i B. Jedli punkt K znajduje sig na jednym z wysiegnikéw, to postaé linii wplywowe]
podaje dolny rys. 1.22c.
Lini¢ wplywowa momentu zginajacego my w przekroju K wyznaczamy z nastepujacych zaleinosei:
mg =i7—f—lg, gdy ¢ <ag;
{e)

l—¢
mg=—(—l——LaK, gdy ¢> ag.



1.8} LINTE WPEYWOWE. SPOSOB BUDOWY I ZASTOSOWANIA 33
Z obydwu wzordw (e) wynika, 2o gdy ¢ = ek, to
my = “—K(_l;“—") kGom/kE. (f)

Uwzgledniajac umowe z rys. 1.20b, obraz linii wplywowej otrzymamy prowadzac proste przez punkty
okre$lone z wzoréw (e) dla ¢ = 0 i ¢ = . Stosujac nastepnie ograniczenia podane w tych wzorach,

P=1kG
o —
a) 0 A 8
7 %X
e @ e ¢
L :, 1
b) 1 t i my my |
i ! ( ) |
; : JE} -
\ ¢ ‘ a)
I | { g —o|P=1kG
Cp——> i I Ary A Ay Ay As A
g Feom ] ! | = .
of g IF A B(c :ﬂ:‘b_’
W | a3
& B
as
EE 'é; y=mg kGemfkE b) iy )
Y=m,
s n 0 Aq, Ay A; Ad As As
o /@ z
G
A 4 8 G
Yy ‘ ¢ G
o | | 1111
= , . 3
a ‘4 05
e) g —> 00 U=t kG/KE
o= £ ol A1 Az As A As As
v 4 : °
0 3 1 = 7 7 7 7 7 7
=l F = :% 0 Ay AL A5 A, AL AL
Rys. 1.20. Przyklad budowy linii wplywowych Rys. 1.21

b) dodatnie zwroty sil wewngtrznych; ¢) CAB — linia

wpiywowa momentu gnacego w przekroju 4 — 4; d)

DAA’B — linia wplywowa sity tnacej w przekroju 4—A4;
¢) obciaZenie ziozone.

zaznaczamy linig wplywows gruba linia (rys. 1.22d). Podobnie jak w przypadku sit tngeych, ta postas
linii wplywowsj jest stuszna, gdy punkt K znajduje sig miedzy podporami. Jesli punkt K znajduje sig
poza nimi, to postacie linii wplywowych podaje rys. 1.22e.

‘W podanych przyktadach obrazem linii wptywowych byly odeinki prostych lub linie lamanse. Istnieja
jednak przypadki, gdy obrazem linii wplywowej jest kraywa. Jo tych przypadkéw nalezs z reguly linie
wplywowe sil wewnetrznych w ustrojach statycznie niswyznaczalnych oraz linie wplywowe odksztatcen

3 Statyka i statecznosé
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w konstrukejach zaréwno statycznie wyznaczalnyceh jak i niewyznaczalnych. Tak na prayklad stawiajac
zadanie wyznaczenia linii wplywowej ugiecia w kofica O belki wspornikowej (rys. 1.232) otrzymujemy

wynik

F G—of | (=92 (—oR(@l+o)
W= =35r T ems T 6@y ' 8

podany w bezwymiarowej postaci na rys. 1.23b. Podobnie mozna okredlié linie wplywowe ugieé w innych
przekrojach (45, 4, A4j).
P=1kG

Y o a4 l k_sd® p

%c_.l ?f
Qg —™
—l by [4 by ra—

s kG/kG j Q}

e) 4 przypadek ax<0

c r——a,»l — " p

i
A Mg l+pg-ay

¢ ) 4 t kG/KG k4 L przypadek ay>!

Q< te=1
ax>l ] gl
c K ]/‘4 8 K 1l

S| Hew=-1, przypadek ax<0)

Rys. 1.22. Linie wplywowe reakeii podpdr (5, ¢) sit tnacych (¢, d), momentéw gunacych (e, f)
belki z wysiegnikami

Podsumowujac: budowa linii wplywowej polega na sformulowaniu wzoréw okreslajacych szukang
wielkodé w funkcji polozenia jednostkowej sily obcigiajacej © przedsiawientu tych wzordw na wykresie,
w ktérym odeieta jest polozenie tej sity jednostkowes.

Pierwszym zastosowsniem linii wplywowych jest wyznaczanie skutku wywolanego dzialaniem zlo-
tonego obciqzenia. Jedli jako przylklad ilustrujacy to zastosowanie wziaé belke (rys. 1.20s), to zauwazmy
przede wazystkim, iz przy dzialaniu dowolnej sity P # 1 kG, sily wewnetrzne T, M, sa

T =tPkG, M = mgPkGem. (1.20)

Jeéli w punktach F i F (rys. 1.20e) dzialajg sily P, do dolu i P, do goéry, to z zasady superpozycji
wynika, ze calkowity moment w przekroju A-—4 wynosi
Pymgy—Pymgy = P11 — Py,
W przypadku dzialania n sil P,, P,, ..., P, w punktach o odeigtych cy, ¢y, ..., ¢y otrzymujemy, ze jaka-
kolwiek wielkoé¢ fizyczna Y wyraza sie wzorem

n
Y = Z’Pm, (1.21)
1
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gdzie y; — rzedna linii wplywowej tej wielkodei fizycznej odpowiadajaca odeigtej c;. W przypadku
dzislania obeciazenia ciaglego ¢(c) (rys. 1.24a) traktujemy to obciaZenie jako jednoczesne dzialanie nie-
skoniczenie wielu sit g (¢) de. W rezultacie we wzorach (1.21) zamiast sumy otrzymamy catke, tj.

€y
Y = f g(e) y(c) de, (1.22)

€4

gdzie y(c) — rzedns linii wplywowej odpowiadajaca odeietej c. W przypadku gdy obeiazenie ciagle jest
stale (rys. 1.24c), wzér (1.22) przyjmuje postad

(]
Y =~gq [ yo)de = gFe,,c,, (1.23)

€1

gdzie Fe, o, — pole zakreskowane na rys. 1.24b.

a) SN de
0 v BZ
l la g
a) _P=1e6 Gy b ‘Z(C)dce
tol Ay 4 Ay b) 2
X 8 X =),
DU g i i e =l - 8
- c
10 QfTJW ?
\ linie wptywowe ugied Fog, i
08 przekrojow OnAy Az 4, H
' g belkizrys. a g ;
NN 2, =
04 Nt ¢ ¥
4 N \\ ¢
0z ARRY C) g=const
[ A
00— bbby 8y
¢
(€= O~ . C;L- s A
14 { ¢
Rys. 1.23. Linie wplywowe ugieé Dbelki Rys. 1.24. Zastosowanie linii wplywowe]
wspornikowej w przypadku obciazenia ciaglego

a) przyklad oznaczen przy dowolnym obcizZeniu cig-
glym; b) przykiad linii wplywowej (w danym przy-
padku linia wplywowa w przekroju 4-—~4); ¢) przy-
padek stalego obeiazenia ciaglego.
Drugim zastosowaniem linii wplywowych jest okreslenie najniebezpiecznie;: poloienia obciqiers
prostych lub zlozonych, przy ktérym szukana wielkoéé okreslona dang linia wplywows osiaga ekstremalna
wartosé. Jeéli na przyklad badana wielkoscig jest sila tngea w przekroju K (rys. 1.22), to z rys. 1.22c
widaé od razu, e najniebezpieczniejsze polozenie pojedynczej sily obciazajacej (rzedna KK,) odpowiada
umieszezeniu tej sily tus z lewej strony przekroju K. Nieco bardziej zlozone jest zadanie, gdy obcigzenie
stanowi grupa sil, miedzy Ltérymi odstep jest staly (przejazd wozks lub lokomotywy).
Poszukajmy na przyklad takiego polozenia grupy sil Py, ..., Ps, (rys. 1.25a), ktére da najwigkszy
moment zginajgcy w przekroju K.
W dowolnym polozeniu tej grupy sil moment zginajacy jest

Mg = Piyy+Pos + ... + Psys.

3*
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Jedli calg grupe sil przesunaé w prawo o Ac, to przyrost momentu AM, jest rtéwny
AMg = Py Ay;-+P; Ay, + P, Ayy— Py Ay, — Ps Ays.

Biorac pod uwage (rys. 1.25b), ze

l—a ag
Ayy = Ay = Ays = 7 E e, Ay4=Ays=TA°:
po przeksztalceniach otrzymujemy
an, = x0=om) [ PriPai Py PytPs ) Ao (b
13 ag l—axg

bt ———3mi
B! i A &{g&
A i 8
L
N

by Fe—

A

A _Ah+h K _Pths B
ax P i-ay

Rys. 1.25. Wyznaczenie najniebezpieczniejszego polozenia obeciazenia grupowego

Jeéli wyrazenie w drugim nawiasie jest dodatnie, to przesunigeie obciazen w prawo powieksza moment
zginajacy. Ten przyrost trwa tak dlugo, dopdkj sita P; nie przekroczy punktu K. Z tg chwila AM,; wyraia
sie za pomoca wzoru

AM, =

ag (I—ag) ( PitPy Pyt PPy ) se. .
{ axg i—a 34
Jesli AM, jest nadal dodatni, to dla otrzymania maksymalnego momentu nalezy joszcze dalej przesu-
wad grupe obeigzen w prawo. Jedli natomiast wyraienie () staje sie ujemne, to maksymalna wartosé
momentu odpowiada polozeniu sily P, nad przekrojem badanym. Odwrotne rozumowanie nalezy prze-
prowadzié, gdy wyrazenie (h) jest ujemne, wtedy dla wyznaczenia najniebezpieczniejszego polozenia
nalezaloby grupe obciazen: przesuwaé w lewo.

Wzér (h) mozna przeksztalcié wprowadzajac zastepcze obeigzenia ciagle {rys. 1.25¢), w rezultacie
czego
ax (i—ax)

My = 2K

(g,—p) Ac. )

Tak wiec najniebezpieezniejsze poloZenie grupy obeciazen zachodzi wtedy, gdy roznica zastepezych
obeigzen cigglych zmienia znak.
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1.7. Zadania
1. Wyznaezyé energie odksztalcenia wspornikowej belki (rys. 1.23a) obcigzonej w O silg P, jako
funkeje ugiecia w tegoz punktu 0. Sprawdzic¢ stusznoéé wzoru (1.3).

2. Wyznaczy¢ energie odksztalcenia belki (rys. 1.26) obciazone] niezaleinymi od siebie momentami
M4 i Mg, jako funkeje katéw ugieeia 94 i p na podporach. Sprawdzié shusznosé wzoru (1.3).

MA Mg
(;\

7

2, 1y
V£

Rys. 1.26.

3. Wyznaczyé energie odksztalcenia belki z zad. 2 jake funkcje momentéw M4 i Mp. Wykazaé
slusznodé twierdzenia Castigliana.

4. Traktujac obeiazenie momentem M 4 belki z zad. 2 jako pierwszy uklad sil, a Mp jako drugi
uklad sil sprawdzié siusznodé zasady wzajemnosci przesunieé.

5%, Wspornikows belka w miare wzrostu obciaZenis pionows silg P (rys. 1.27) przylega stopniowo
do podloza o promieniu R > (HJ[Pl). Wyznaczyé charakterystyke ustroju P = f(w) zakladajac, iz
odksztalcenia konstrukeji sa male.

Rys. 1.27,

6%, Belka oparta na dwéch walcowych podporach (rys. 1.28) obciazona jest po érodku silg P. Wyz-
naczyé zaleinodé sily P od ugiecia w $rodku belki P = f(w) i sprawdzié stosowalnosé wzoréw (1.3)
i (L.4).

Rys. 1.28.

7*. Na lewy koniec stalowej szyny o cigzarze jednostkowym ¢, lezacej na sztywnym podlozu (rys.
1.29) dziala skierowana pionowo do géry sila P < 0,5 gl tak, iz oderwana od podloza jest tylko czesé
AB szyny. Okreslié zaleinoéé P = f(w).
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8. Okresliéliczbe sit nuogéinionych i odpowiadajace kazdej z nich wspélrzedne uogéinione w podanych
konstrukejach {rys. 1.30).

2P
P 0
A4 8 ¢ e
=il ~Jd__P
z ) 7 ﬁt B 8
2a a~><.a§_\, 3 i

9. Obliczyé pionowe przemieszezenia punktéw A4 i B podanej belki (rys. 1.31), jeslil = 4 m, BJ =
= 5 10° kGem?,” ¢ = 200kG/cm, P = 1%

p

EJ AV 9*,4_

T ¥

e 1 =
Rys. 1.31.

10. Wyznaozyé kat obrotu przekroju 4 wzgledem przelroju B dla belki z zad. 9.

11*, Wyznaczyé wrgledny obrét w plaszezyinie vz przekrojéw 4 i B konstrukeii (rys. 1.32), ktdrej
ramiona maja sabtywno$é na skrecanie ¢ == 8-10%kGem?, a na zginanie w kierunku prostopadiym
doay — BEJ = 4-10°kGem?. Sila P = 14,1 = 2m.

Rys. 1.32.

12. Wyznaczyé zmiang odleglosci punktéw A i B podanej konstrukeji (rys. 1.33), jedli P = 2,
h = 5 m, BJ = 5-10° kGem?, C = 500 kG/em.

A
T —
<~ £
EY
08h H

Rys. 1.33.

13. Na skutek niedokladnosci wykonania belka 4D ramy (rys. 1.10) ma wstepna krzywizne (pro-
mieti g = 20 m) zwrécona wypukloscia do dolu. Jaka wskutek tego bedzie rzeczywista odleglosé AR
w pordwnaniu z idealnie wykonana konstrukejg.

14. W belce (rys. 1.22) czesé AB na skutek blednego wykonania ma wstepna krzywizng zwrécona
wklgsloéeig do géry. Jakie wskutek tego bedzie polozenie punktéw K i D wzgledem prostej AB. Dane
liczbowe | == 5m, 9 = 50 m, ax = 3m, bp = 2m.
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15. Korzystajac z zasady jednoznacznosei rozwigzania obliczyé sily wewnetrzne w podanej konstruk-
¢ji plaskiej (rys. 1.34).

16. Korzystajac z zasady jednoznacznosei rozwiazania obliczy¢ sily wewnetrzne w podanej konstru-
keji przestrzennej (rys. 1.35).

Rys. 1.35.

naeczalnodei.

17. Wykorzystujac symetrie budowy konstrukeji (rys. 1.36) rozdzielié zadanie wyznaczenia sil
wewnetrznych na prostsze i okreslié w kazdym z tych skladowych zadan stopienr statycznej niewyz-

[ ——de—— |
Mo

Rys. 1.36.

18. W podanej belce (tzw. belee Gerbera) (rys. 1.87), w-przekroju K wyznaczyé linie wplywowe
gily tnacej i momentu gnacego.

przegub
—occ pei N PP
%7 przegub e 3m —>  p=1
a K le—-Im<c<5m
L] e {5l | 5m
s
Rys. 1.37. " Rys. 1.8

Rys. 1.39.
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19. W oparciu o wiadomodei z Wytrzymalodei Materialéw wyznaczyé linie wplywowe ugieeia prze-
krojéw K i D (rys. 1.22), jedli EJ = 4-10°kGem?, | = 5m, ag = 3m, bg = 2m, by = 0.

20. Wyznaczy¢ najbardziej niebezpieczne, z uwagi na wartodé momentu gnacego przekroju K, po-
fozenie 4-osiowego wozka (rys. 1.25), jedli Py = Py = 10%, P, =15t, Py=5¢%, Py =0, ! = 25 m,
ag = 10 m, a odlegloéé miedzy sitami P, i P, jest 1m, P, i Py — 2m, Pyi Py — 1 m.

21*. W podanej konstrukeji 3-przegubowej (rys. 1.38) wyznaczyé linie wpl;wowe sily tnacej i mo-
mentu gnacego w przekroju K.

22. Przy jakim polozeniu ¢ przesuwnego stalego obeciazenia g (rys. 1.39) w przekroju K wystapi
ekstremalna sila tnaca, przy jakim za$ ekstremalna wartosé momentu gnacego.



CZESC PIERWSZA
KONSTRUKCJE PRETOWE

2. KRATOWNICE STATYCZNIE WYZNACZALNE

2.1. Okreslenia. Statyczny schemat kratownic

Kratownice sa jedna z najbardziej popularnych form rozwiazan konstrukeyjnych.
QOgolnie biorge kratownica jest konstrukeja zlozong z pretéw, polgczonych na swych
koticach tak, ze otrzymany zespdl jest geometrycznie niezmienny*, nawet jesli te po-
Iaczenia pretéw sa przegubowe.

Uklad sit zewnetrznych czynnych i biernych (reakeji) dziatajacych na kratownice
jest zazwyczaj przestrzenny, wobec czego dla otrzymania konstrukeji lekkiej i sztywnej
prety kratownicy nie powinny lez3é w jednej plaszezyinie**. Kratownice takg nazywamy
przestrzenng, w odréinieniu od kratownicy plaskiej, stosowanej najezesciej jako podzespét
kravownicy lub ustroju przestrzennego.

Analiza wytrzymaloéciowa kratownic polega na okredleniu sit wewnetrznych w pretach
kratownicy i okresleniu jej odksztalcen.

I I
1
NP 4 A S5 & i
77 r__ 2 115 4y P : ! 3
g 4
5 Ig 7 & 5 6’ 7 8

Rys. 2.1. Konstrukeja zastepcza kratownicy plaskiej
a} rzeczywiste rozwiazame; 5) konstrukeja zastepcza; ¢) kratownica z weziami sztywnymi. Na rysunkach b i ¢ linie
cienkie odpowiadaja kratownicy nieodksztalconej, linie grube — obrazowi kratownicy po odksztaleeniu.

Podstawowe zalozenie, uproszezajace analize, polega na przyjgeiu, ze prety kratownicr
iacza sie ze soba za pomocy idealnych przegubéw. W kratownicy plaskiej przeguby te
sa plaskie (rys. 2.1), w kratownicy przestrzennej sa to przeguby kulowe. Przy takim
polaczeniu i obeiazenin przylozonym w wezlach, kazdy prgt\\ przenosi jedynie sity N

* O ile zaniedbamy odksztalcenia pretéw.
** Gdyby przy przesirzennym obciazeniu zachowaé rozwiqzm:is/w postaci kratownicy plaskiej,
to konstrukeja taka bylaby bardzo wiotka na dzialanie sil prostopadlych do plaszezyzny kratownicy.



42 KRATOWNICE STATYCZNIE WYZNACZALNE 2.

dziatajace wzdiuz linii laczacej przeguby preta. Zazwyczaj oS preta pokrywa sig z ta
linig i wtedy sila N powoduje tylko rozciaganie lub Sciskanie, a naprezenia normalne
¢ = N/A nosza nazwe napreien zasadniczych lub podstawowych. Naprezenia te zmieniajg
dhugosei pretéw, powodujac odksztalcenia kratownicy, przejawiajgce sie nie tylko w prze-
mieszezenin poszezegdlnych wezléw, lecz réwniez w zmianie katéw miedzy pretami,
schodzgcymi sie w poszezegdlnych wezlach. Gdyby prety byly polaczone za pomocs

I4
a) a->]b
Ry=R b/l 1 Ry=Rafl
4
) 3 N
) 43
5 5 Ry
v 8
Re=Fpall gl b
Ry Ra
317 Ay 4
°3
€ 5 4
13-
8
7

$Ry=RbIL §R4=Rall
35 4

‘7/?5:@”/1'\795‘*’2 ayl’

Rys. 2.2. Rozdzial obeiazenia na lokalne i o-
gdlne
a) wprowadzenie ukladdéw zerowych; sily obciazajace
P, i Py; uklady zerowe: Ry, Ry, Rs, Re i — Ry, —Re, — Bs,
~R,; b) obciazenie lokaine kratownicy ukladami sit
réwnowaiacymi si¢ w obrebie poszezegéinych pretéw
i wywolujacymi ich zginanie; c¢) obciaZenie ogélne kra-
townicy silami przyloZonymi jedynie w wezlach.

idealnych przegubéw, wéwezas ta zmiana
katéw nie spowodowalaby zadnych zmian
naprezen i naprezenia zasadnicze bylyby je-
dnoezesnie naprezeniami catkowitymi. Zazwy-
czaj jednak wezly wykonane sg tak, ze swo-
bodna zmiana katéw zaj$é nie moze i wezel
przemieszeza si¢ lub obraca jako w przybli-
Zeniu nieodksztalcalny zespét. Fakt ten po-
woduje, Zze pierwotnie proste osie pretéw
ulegajg zakrzywieniu (rys. 2.lc), wskutek
czego pojawiaja sie dodatkowe naprezenia
od zginania, nazywane napreieniami wior-
nyms. Jesli jednak wkazdym wezle osie pre-
téw przecinaja si¢ w jednym punkcie, to nie-
odksztalcalnosé weztéw wplywa nieznacznie na
wielkodé naprezen zasadniczych, usprawie-
dliwiajac tym samym shuiszno§é zamiany
rzeczywistych wezléw przez przeguby idea-
Ine przynajmniej przy okre§laniu naprezen
zasadniczych.

Naprezenia wtérne zaleia od smuklodei
pretéw A i moga niekiedy przybieraé warto-
Sci dochodzace do 309, wartodei naprezen
zasadniczych.

Obcigzenia dziatajace na kratownice nie
zawsze przylozone sg w wezlach (rys. 2.2).
W przypadku takim wyznaczenie sit wewne-
trznych rozdziela sie na dwa etapy. Wpro-
wadzajac mianowicie uktady sit zerowych, np.
RBR,, —R,, R, —R, (rys. 2.2a), dobranych

tak, aby jedne z nich réwnowazyly sile P, w obrebie preta 3, otraymuje sig po rozdzieleniu
{rys. 2.2b, ¢) dwa obciazenia. Obdiazenie pierwsze (rys. 2.2b) powoduje zginanie pretéw
3 i 11 jako belek podpartych przegubowo na swych konecach, natomiast sity wewnetrzne
we wszystkich pozostalych pretach sa réwne zeru. Obciazenie to nazywa sie obcigieniem
lokalnym, podezas gdy drugie (rys. 2.2c) powoduje powstanie sit Sciskajaeych lub roz-
ciggajacych na ogél we wszystkich pretach kratownicy i dlatego nazywa sie obciqieniem
ogdlnym.
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Przedmiotem gléwnego zainteresowania w rozdz. 2 =- 5 bedzie dzialanie obeciazenia
ogblnego*, podezas gdy skutki dzialania obeiaZen lokalnyeh beda rozpatrywane tylko
w nielicznych przypadkach,

2.2. Statyka kratownicy fréjpretowej

Najprostszg kratowniea przestrzenng jest kratownica zlozona z trzech pretéw nie
lezacych w jednej plaszezyZnie. Pod dzialaniem obeigzenia @ (rys. 2.3a) powstana w pre-
tach sity wewnetrzne skierowane wzdiuz osi tych pretéw. Obliczenia tych sit mozna do-
konaé w rézny sposob.

T 1 2 3
4 7 2

7 4 | -3

5 5 5

' ed 648 | 648 | 616

/ cosa; |-0.618 | 0155 | 0.325
p— )ty —»i cosf3; | 0.155 | 0,618 -0.487
cosy; | 0772 ' Q772 | 0812

XI
1' ;s o™y =44t Qu=12t
w =17t y
2’
L

Rys. 2.3. Dane wyjsciowe do metody analitycznej
a) kratownica tréjpretowa; b) uklad osi i wyznaczeme rzut6w; ¢) uklad tablicy do metody analitycznej.

Rozwiazanie analityezne otrzymujemy z réwnah réwnowagi. Biorac za
podstawe rysunek kratownicy w dwdéch rzutach (rys. 2.3b):
a) ustalamy polozenie prostokatnego ukladu wspéhzednych (z, y, 2) obierajae punkt
0 jako poczgtek.
b) Wyznaczamy z rysunku dlugodci rzutéw poszezegSlnych pretéw I, 2 i 3 na osie
, y, 2. Otrzymane wartodel o;, y;, z; (6 = 1, 2, 3) grupujemy (rys. 2.3¢) w tablice wyzna-
czajge ponadto diugosci pretéw ze wzordw
AR Ziyia; (a)
oraz cosinusy kierunkowe pretéw wedlug wzoréw
cose; = afly, cosf; = yifli,
cosy; = z,fl; . (b)

* Poniewaz kratownice plaskie sg szeroko omawiane w kursach Mechaniki Ogolnej, w podreczniku
tym analiza ograniczona jest giéwnie do kratownic przestrzennych.
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¢) Zakladajac, ze sily N,, N,, N3 sa rozeciagajace i wobec tego przy rozpatrywaniu
réwnowagi wezla dzialaja od wezla O, ukladamy warunki réwnowagi rzutéw, przy ezym
rzuty dowolnej sily, np. Ny, sg
Ny, = Nycosay, N, =DN,c088,, N,,=DN,cosy,. (c)
Rozwigzanie otrzymanego ukladu réwnan

N, cosa,+N, cosay,+Nycosag+@Q, = 0,
Ny cos 34N, cos B+ Ny cos f3+Q, = 0, (2.1)
N; cosyy+N, cosy, -+ N3 cosyy+@, = 0

daje sity N}, N,, V,. Nalezy podkréélié, ze cosinusy kierunkowe sg wielkosciami algebraicz-
nymi, tzn. mogs mieé one zaréwno wartosé dodatnia, jak i ujemns. Tak na przykiad
na rys. 2.3b 2, <0, y; >0, 2, > 0 itd.

ar N . . .
W przypadku gdy w wyniku rozwigzama row-
1" " A" mnan (2.3) otrzymamy ujemng warto$é ktoérejs z
T 1 sit, oznacza to, ze sila ta jest Sciskajaca*.
< 17 Rozwiazamie ukladu réwnan (2.3) daje zawsze jedno-
23 53" znaczng odpowied: wtedy, gdy wyznacznik charaktery-
7 \ A styerny D
4 CHy 27 gn 3 | cosa; cosa, cosa
//6, ’ 7 \ D = | cosf, cosf, hgoiﬂg{ (2.2
1 ¥y & 7:,7 Py Q™ cosy; 008y,  COSY,]
\é] ; nie jest réwny zeru, co jest zawsze spelnione, gdy prety 1,
o7 / o 2, 3 zgodme z zajoZeniem wstepnym nie leza w jednej
7 AN i plaszezyznie. Rozwazenie przypadku szezegdlnego, gdy
4! D = 0. podane jest w ogolnej teorii kratownic przestrzen-
= 4 p 4 goIne; P
» ‘\\‘l N nych {art. 2.8).
IZI Rozwigzanie analityezno-wy-
T kreslne jest podobne do metody Rittera przy

rozwigzywanin kratownic plaskich. Biorae rysunek
kratownicy w dwéch rzutach (rys. 2.4} ukladamy
dla wezla O réwnania réwnowagi momentéw wagle-
dem takich prostych, aby w kazde z réwnan wehodzita jedna z niewiadomyeh sit A, N, lub
N, Tak na przykiad cheac wyznaczyé sile N, piszemy réwnanie réwnowagi momen-
tow wzgledem prostej (2, 3), przy czym sile @ przesuwamy wzdluz linii jej dzialania

Rys. 2.4. Dane wyjsciowe do metody
wykredlno-analitycznej

* Tak na przyklad dia konstrukeji {rys. 2.3b) uklad réwnan (2.1) ma postad:
—0,618N,4-0,155N,+0,325N,+ 4,40 = 0,
0,155N,+0,618N,—0,487TN,+1.20 =0,
0,772N,+4-0,772N,+0,812N,;+1,50 = 0,
& jego rozwigzanie daje
N, =4,7%t, N,= —4,834 N,=-—205t¢,

a wiee prety 2 i 3 sa Sciskane, a pret I rozeiagany.
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az do punktu (4', 4"”)Rozkladajac nastepnie sile N; na sldadowe poziomg H, i pio-
nows P, oraz analogicznie sile @ na skladowe H i P otrzymujemy z réwnania momentéw

Pay—Pb; = 0. (d)
Calkowita warto$é sily N; mozna wyznaczyé uwzgledniajac, ze
Py =Nhjl;,, P=ghfl, {e)
gdzie [, = 0’1, | = 0’4 sg rzeczywistymi dilugosciami* preta I i odeinka OA.
Podstawiajge powyisze wartodel do (d) w rezultacie
N, = Qa,l/b,1. (2.32)

Podobnie moina wyznaczy¢ sily w pozostalych pretach. Tak na przyklad w precie

2 sila
Ny = —Qaglyfb,1, (2.3b)
gdzie l, — dlugo§é preta 2, a znak minus bierze sig stad, ze zaréwno skladowa pionowsa
sity @, ¢j. P, jak i skladowa pionowa sily N, dzialaja po tej samej stronie prostej 1'%,

Rozwigzanie wykresdlne Wedlug tego sposobu zamiast rozpatrywaé réwnowage wezla
pod dzialaniem wszystkich czterech sil, tj. @, Ny, N,, N;, zgrupujercy je po dwie tworzac wypadkows,
W, z sity @ i sily N, oraz wypadkowa W, z dwéch pozostalych sit IV, i N,. Niezaleznie od tego, jakie
wartosei przyjms sily Ny, N,, N3, wypadkowa W, dziaia na pewno w plaszezyZnie wyznaczonej przez
pret I isile @ (rys. 2.5a), wypadkowa zas W, lezy
na pewno w plaszezyznie wyznaczonej przez Pprety
21 3. Aby wezel O pod dzialaniem W, i W, bylw
réwnowadze, musza one byé réwne, przeciwnie skie-
rowane i musza dzialaé¢ wzdluz jednej prostej. Pro-
sta ta mus: byé wiec krawedzia przeciecia wyzej
wspomnianych plaszezyzn, ktérych sladami sa linie
1’4" i 2’3, Poziomy rzus te] krawedzi otrzymujemy
laczac punkt O’ z punktem B’, pionowy zas rzut —
Igezae punkt 0 z pionowym rzutem punktu B, tj.
B,

Ustaliwszy w ten sposéb linie dzialania wypad-
kowych W, i W,, przechodzimy obecnie do wyzna-
czenia sit Ny, N, i N;. Tréjkat sit zlozony z @, N; ,B
i 1V, lezy w przestrzeni w ten sposéb, ze jego boki
sa odpowiednio réwnolegle do prostych 04, 01i0B, ‘
wobee czego rzuty prostokatne tego tréjkata sa
odp‘owied.mo rémazie'g%e do rzutow ‘tychie prostych: tr6iprotowo]

Rysujae zatem oddzieime rsucy sily @ w obranej a) geometria kratownicy; b) rzuty przesirzennego wielo-
skali (rys. 2.5b) i prowadzae z jej konicow réwnolegle boku sil.

do prossych 011 OB otrzymujemy pierwszy tréjkat

sil, w ktérym bok ay przedstawia sile N,, bok zad ﬂ—;; wypadkows W,. Pouiewaz W, ma by¢ wypadkows
sit IV, i @, przeto jej zwros musi byé od y do §, zwrot zaé sty N, od y do a. Zgodnie z tym co podano
powyzej, sila W, musi byé identyczna z W, z tym tylko, Ze jej zwrot jest przeciwny, tj. od 3 do y.

Rozklad sily W, na sile NV, i N, przeprowadzamy zauwazamc, Ze tworza one znowu t,ro;ka‘t o bokach
réwmnoleglych do prostych OB, 02 i 03. Prowadzac wiee z pun.ktow B iy rownolegle do,OZ i 03 otrzymau-

Rys. 2.5. Wykredlne rozwiagzanie kratownicy

* Na rysunku 2.4 dlugodci te wyznacezono przez obrét rzutéw pionowych do polozen 0”1 i 074"
i odpowiednie przerzutowanio na pozioms plaszezyzne.
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jemy rysunek drugiego tréjkate sit w rzutach jako AByd. Zwroty sit N, i N, okreslamy pamistajae,
2e W, jest wypadkows tych sil, wobec czego obieg wzdiuz linii lamanej féy musi byé od punktu § do y.
Okreslenie znaku sit N;, N,, N, przeprowadzamy jak w kratownicach plaskich, a mianowicie sila jest
rozeiagajaca, gdy przeniesiona do wezla ma zwrot od tego wezla. Tak na przyklad na rys. 2.5. sila N,
jest rozciggajgea, podezas gdy NV, i IV, sa silami Sciskajacymi.

Calkowita warto$é sil wyznacza sig stosujge konstrukeje kiadu i przeliczenie dlugosei wedtug przy-
jetej skali.

2.3. Przestrzenne kratowniee proste. Metoda wezléw

Biorge kratownice tréjpretowa jako podzespdl, moina przejsé¢ do budowania bardziej
zlozonych ukladéw kratowych. Zasadniczym celem jest przy tym unieruchomienie* badz
wzgledem podloza, bads wzgledem siebie szeregu punktéw lub elementéw niezbednych
dla prawidlowego dzialania ustroju. W zaleznodei wige od podstawy wyjsciowej, rozréznia
si¢ konstrukcje nabudowane na podloiu oraz konstrukeje sziywne same w sobie.

Unieruchomienia szeregu punktéw wzgledem podioza moina dokonaé laczge bez-
posrednio z podlozem kazdy z punktéw, do czego za kazdym razem trzeba zuzyé trzy
prety nie lezace w jednej plaszezyinie. Bardziej celowe jest laczenie stopniowe, tj. na-
budowa nad istniejaeym podlozem poérednich weztéw. Tak na przyklad unieruchomienia
punktéw 4 i § wzgledem podloza mozna dokonaé bezpoérednio (rys. 2.6a), mozna jednakze
nabudowaé naprzod wezel 1, Iaczac go trzema pretami z punktami podioza 4, B, C

Rys. 2.6. Kratownice nabudowane na sztywnym podiozu
a) kratownica nabudowana bezpoSrednio; b) kratownica z trzema wezlami poSrednimi.

(rys. 2.6b). Wezel 2 unieruchomiamy, wykorzystujac juz uprzednio nabudowany wezel 1,
stanowigey jak gdyby przedhuzenie podloza. Analogicznie unieruchamiamy wezel 3.
Otrzymana w ten sposéb platforma z wezldéw I, 2, 3 jest podstawa, do ktérej podlaeza
sig kolejno wezly 4 i 5. Konstrukeja z wezlami posrednimi (rys. 2.6b) skiada si¢ z wigkszej
liczby pretéw niz konstrukeja nabudowana bezposrednio (rys. 2.6a), jednakie same
prety sg krétsze. Dzigki temu konstrukeja taka moze byé wykonana znacznie lzej gléwnie
% uwagi na niebezpieczenistwo wyboczenia pretéw.

Kilka przykladéw kratownic nabudowanych na sztywnym podiozu podaje rys. 2.7,
przy czym za kazdym razem kolejny wezel podlaczony jest do podioza lub do poprzednio

* Unieruchomienie to jest idealne, jeéli nie braé¢ pod uwage odkszialcalnosci pretéw.
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nabudowanych wezléw za pomocs trzech pretéw nie lezgcych w jednej plaszezyznie.
Kratownice zbudowane wedtug tej reguly nosza nazwe kratownic prostych. Z reguly kra-
townice te sztywne sg dopdty, dopéki sg one polaczone ze sztywnym podiozem. Po odla-
czenin od podloza stajg sie one na ogél mechanizmami, jak na przyklad kratownice
z rysunkéw 2.7b, c.

/A

I

Rys. 2.7. Przyklady kratownic prostych nabudowanych na sztywnym podiozu
a) kolejno$é nabudowania: 8, §, 4, 9, 8, 7, 12, 11, 10; b) kolejnoéé nabudowania: 6, 7, 8, 5, 10, 9, 12, 11, 14, 13,
16, 15; c) kolejno$¢ nabudowania: 10, 8, 9, 7, 6.

Najprostszg kratownica sztywng sams w sobie jest kratownica (rys. 2.8a) otrzymana
przez przylaczenie wezla 4 do tréjkata podstawowego 1-2-3 za pomoeg trzech pretéw
nie lezgecych w jednej plaszezyinie. Dobudowujae do tej konstrukeji nastepne wezly
przez lgczenie kazdego z nich za pomoea trzech pretéw otrzymujemy bardziej skompli-
kowane konstrukeje, bedace nadal kratownicami prostymi. Przyklady takich kratownic
podano na rys. 2.8b, ¢. Przy odpowiednim rozstawieniu weziéw 1, ..., 8 éciany kratownicy
(rys. 2.8b) zamykaja prostopadioscian, ktéry moze stanowié podloze do nabudowania
na nim dalszej konstrukeji. Tak na przayklad jesli rozstawienie wezléw 1, 2, 3, £ (rys. 2.8b)
pokrywsa sig z rozstawieniem wezidw 1, 2, 3, 4 (rys. 2.7b), to obydwa zespoly mozna
w tych wezlach ze soba polaczyé usuwajac zbyteczne juz podloze. Ta sama uwaga dotyezy
mozliwosei polgezenia kratownie z rys. 2.7a i 2.8a. Kratownice wedlug rys. 2.8¢ w nieco
zmienionej postaci znajduja zastosowanie w budowie wysiegnikéw zurawi z jazda dolng
woézka, przy czym liczbe segmentéw, tj. podobnych podzespoléw konstrukeji, mozna
dowolnie zwielokrotnié. Poniewaz taka segmentowa budowe spotyka sie czesto, celowe
jest wprowadzenie skréconej terminologii dla oznaczenia niektérych podzespoléw. I tak
poprzeeczne kratownice plaskie ograniczone wezlami (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), {13, 14, 15, 16)
(rys. 2.8¢) nazywany wregami, zespdl pretéw poboceznicy (5, 9), (8, 12), (7, 11), (6, 10),
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5, 18}, (7, 12}, (6, 11) miedzy dwiema kolejnymi wregami nazywa sig¢ grodzig. W nie-
ktorych konstrukcjach wregi same w sobie nie sa sztywne, jak np. (13, 14, 15, 16), ...,
(5,6,7,8) (rys. 2.7b) i méwimy wtedy o wregach niesziywnych w odréznieniu od poprzed-
nich, ktére nazywamy wregami sziywnymi. Zesp6l pretdéw wzdluinych nalezacych do
jednej krawedszi (4. 8), (8, 12), (12, 16) (rys. 2.8¢) nazywamy podiuinicq, przy czym po-
dluznice te mogy byé proste (rys. 2,8¢) lub lamane (rys. 2.7b).

Rozwigzania kratownio prostych dokonuje sie metoda kolejnego rozpatrywania réwno-
wagi wezldéw lub w skrécie metodag weztdw. Kolejnosé te naleiy tak ustalié, aby za kazdym
razem mieé tylko trzy niewiadome sily w danym we-
Zle. Wskutek tego zadanie sprowadza sie do wielo-
krotnego powtdrzenia zadania podstawowego (art.
2.2). W konstrukeji, dla ktérej znana jest kolejnosé
jej budowania, kolejno$é rozwiazania jest odwrotna
od kolejnodei jej tworzenia. Tak na przykiad w kra-
townicy z rys. 2.6b obliczamy naprzéd sily w pre-
tach wezla 4. tj. Ny, Ny, N5 nastepnie przechodzi-
my do wezla 4, gdzie niewiadomymi sa Ny, Ny, Vi,
a obcigzenie stanowi wypadkowa z @, i N, ktéra
obliczona zostala poprzednio. Postepujac podcbnie
wyznaczamy sity N,, N, N;; wezla 3, dla ktérego
obciazeniem sa znane juz N, N, 2 nastepnie obii-
czamy sity w pretach wezléw 2 i1 1. W rezuitacie
wazystkie sity wewnetrzane wyznaczamy z réwnan sta~
tyki, a wiee kratowunice proste sy stalycinte wyzna-

czaine,

W przypadkach gdy kolejnoéé budowama kra-
townicy nie jest znana, ustalenie kolejnosei rozpa-
trywania wezléw jest pierwszym etapem rozwiaza~
nia. Samo wyznaczanie sit w poszezegdlnych pretach
przeprowadza si¢ metods wykreslno-analityezng lub

2 wykreslna, przy czym dla kazdego z wezlow malezy
wykonaé oddzielny rysunek analogiczny do rys. 2.4
lub 2.5. Doldadnosé takiej metody pogarsza sig ze

Rys. 2.8. Przyklady kratownic pros-  wzrostem liczby wezléw i dlatege dla ustrojéw zio-

tyeh ssbywnych samych w sobie  gonyeh ghosuje sie, o ile moznodci, inne metody.
a) majprostsza kratownica przestrzenna; b)
czworosclan podstawowy 2, 4, 6, §; wealy Jak wykazuja rozwiazania konkretnych konstrukeji.

nsbudowane I, 3, 5, 7; ¢} czworoselan pod- 5 . , N
nia 3 -tago ko o z3
stawowy 1, 3, 8, 6 Yoleynose nabudows wzgledny biad wartoesei sily w prevach n-tego kolejnego wezia

weztow: 4, 2, 5, 7, 12, 11, 19, 9, 16, 15, 14,13, ~ WyTaZ1¢ IB0Zna wzorem
(1 £87—1x +nf, (2.4}

gdzio § x 0,0140,02 zalezy od dokladnosci wykonama wykredlnych konstrukeji wedlug rys. 2.4 lub
2.5. Tak wige przy rozwigzywaniu konstrukeji o 20 weziach przy srednim wykonanmu {(§ = 0,015) nalezy
s1¢ liczyé 2z tym, ze sily w pretach ostatniego dwudziestsgo wezla okreslone beda z dokiadnoscia F 30%,
a wiec stanowczo niewystarczajacs.
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2.4. Laczenie bryt. Metoda przekrojéow

W wielu zagadnieniach zadaniem konstruktora jest polaczyé w sztywna calosé dwa
zespoly (konstrukeje), z ktéryeh kazdy sam w sobie stanowi sztywny ustrdj. Polaczenie
takie wymaga zlikwidowania 6 stopni swobody, tj. trzech wzglednych przemieszezen
i trzech wzglednych obrotéw. Jedli polaczenia tych dwéch bryt bedziemy realizowaé za
pomocy pretow, to liczba ich musi wynosié co najmniej szedé. Kazdy pret bowiem, usuwajge
moznodé wzajemnej zmiany odleglodei dwéch punktdéw, likwiduje jeden stopien swobody.

Klasyeznym polaezeniem tego rodzaju jest polaczenie (rys. 2.9a), w ktérym wezel I
bryly I unieruchomiamy wzgledem bryly II za pomoca trzech pretéw. Dzigki temu,

Rys. 2.9. Klasyczny uklad sztywnego laczenia dwdch bryi
a3 a7k zanatmkeri b oiresleme sit w pretach; Tz, T'y, Tz, Mx, My, Mz, obciazenie bryly I zredukowane do ukla-
dua om1 2, ¥, z; ¢} inna wersja polaczenia z rys. a.

traktujae bryle II jako njernchomsg, pozostawiamy sweobode ruchu kulistego bryle I ze
drodkiem w punkeie 7. Dodanie dwéch nastepnych pretéw, schodzacych sie w weile 2,
pozostawia jedynie swobode obrotu wzgledem osi 1-2 i wreszeie dodanie szdstego preta 6
unieruchamia catkowicie jedna bryle (kratownioe) wzgledem drugiej. Jest oczywiste, Ze
pret § musi byé skosny wzgledem linii 7-2, gdyz tylko wtedy usuwa on mozliwoéé obrotu
wzgledem tejze prostej. Wynika stad podstawowy warunek sztywnego poiaczenia dwdch
bryl, a mianowicie: sze$é pretéw realizujgcych polqczenie nie moze przecinaé sig z jedna
prosta’*,

Podany sposéb polaczenia dwdch bryt nie jest jedynym mozliwym. Szeroko roz-
powszechniony jest uklad (rys. 2.10a) skladajacy sie z trzech par pretéw biegnacych
w trzech réinych plaszezyznach. Ogdlnie biorage, kazdy uklad laczacy zlozony z szedeiu
pretdéw i spelniajacy warunek podstawowy jest tak samo prawidlowy. Czesto zamiast
poszezegolnyeh pretéw, lub ich grup, stosuje sie przeguby osadzone bezpodrednio w kon-
strukejach laczonych. Tak na przyklad przedluzajac w dowolny sposdb konstrukeje bryty
I (rys. 2.9¢) az do wezla I i umieszezajac w tym wedle przegub kulowy, realizujemy
konstrukeje réwnowaina konstrukeji pretowej, zloiong jednak tylko z trzech pretéw
i jednego przegubu kulowego.

* Istniejg przypadki, gdy warunek ten jest niewystarczajacy. Jest to zw/iagzaﬁe z tzw. krytyeczna
postacig kratownic (art. 2.6).

4 Statyka 1 statecznose
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‘Wyznaczenie sit w pretach lub elementach Igezacych obydwie -bryly, przeprowadzamy
metodq przekrojéw. Polega ona na oddzieleniu jednej bryly od drugiej myslowym prze-
krojem przecinajacym wszystkie prety lub elementy laczace. Zastepujac w tym przekroju

"’/'/"’ :
1 45'2

\

Rys. 2.10. Typowy uklad laczenia 2 bryl
a) szkic konstrukeji; b) analiza réwnowagi bryly I; obeiazenie T'x, T'y, T'z, Mx, My, Mz zredukowane do ukladu osi
%Y 2

oddziatywanie jednej ezeéci na drugg odpowiednimi szedcioma sitami V;, piszemy nastepnie
sze$é réwnah réwnowagi jednej z bryl Ich klasyczna postaé (rys. 2.9b)

7.+ ZNi cosq; = 0, T,,—{-ZNi cosf; =0, Tz—l-ZNi cosy; = 0, l 25
Mx+ZMix=Os My+2Miy=O: Mz+ZMiz=O ] '

wyraza warunki réwnowagi rzutéw sit N; na osie z, y, z (patrz wzory b art. 2.2) i réwno-
wagi momentéw tyoh sit M., M, M, (¢=1,...,6) wzgledem odpowiednich osi.

Postaé réwnan réwnowagi (2.5) nie jest jedyna i moze byé zastapiona inna, wygodniejsza do ra-
chunkéw. W szezegélnodei zalecs, sig zastepowaé réwnania rzutéw przez réwnania momentéw wzgladem
takich osi, aby w réwnanie to wchodzilo malo niewiadomych. Tak na przyklad z réwnan réwnowagi
momentéw wzgledem osi 2, (7, B) i osi (I, 4) (rys. 2.9) otrzymamy kolejno

Ny = —~Mzle, N;= [(My/h)—Ty]sech,
Ny = —(Ng+NgsinB)+Te— (My/h).
Z warunku réwnowagi momentéw wzgledem osi z, rzutéw na o§ z i momentéw wzgledem osi y mamy
nastepnie
Ny = ~(Myfh)secf, N;= —T;cosecy, N,= (M,[h)—N;cosy—N,sinf}.

W rezultacie dzigki odpowiedniemu formulowaniu réwnan mamy wedlug podanej kolejnosei za kazdym
razem roéwnanie z jedna niewiadoms.

Obliczenie sit w polaczeniu (rys. 2.10) dzielimy na 2 etapy. W etapie pierwszym wyznaczamy skla-
dowe R i T (rys. 2.10b) wypadkowe] sily kazdej pary pretéw schodzqeych sie w wezlach 1, 2, 3. Z réwnan
réwnowagi momentéw bryly I wzgledem osi (1, 3), z i rzutéw ne 08  mamy kolejno

By, = T~ (Myfh), By = —(M[c)—(R,/2), } (2.5)
By = Ty—R,—R,,
& z rownari réwnowagi momentéw wzgledem osi «, (4, D) i rzutéw na 0§ y
Ty = —(Myfc), Ty= (Mylc)~Tz, Tp=—Ty. 2.7

W etapie drugim kaida z wypadkowych rozkladamy na sily dzislajace w po gélnych pretach.
I tak majgc wyznaczone R, i T, rozkladamy wypadkows z nich na kierunki pretéw § i 6, otrzymujac
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w ten sposéb sily N i V. Tak proste wyrazenia sit B i T' otrzymuje sie tylko dzieki szezegélnie prostermu
ukladowi pretéw. Metode postepowania mozna jednak zdstosowaé i do ustroju (rys. 2.10¢), gdy pary
pretéw (1, A), (I, B), (3, B) itd. sa usytuowane dowolnie. Réznica polega na tym, iz z réwnan réwno-
wagi momentéw wzgledem osi z, y i rzutéw na oS8 z wyznaczamy nie cale sily R, lecz ich skiadowe
pionowe Z. Dzieki temu w trzech nastepnych réwnaniach poziome skladowe sil R, tj. H, sa juz znane
i wtedy latwo mozns wyznaczyé sity T4, T, i T

2.5. Kratownice laczone. Kratownice tréjpodluznicowe

Jedli termin ,,bryla” uzyty w art. 2.4 zastapimy okredleniem ,kratownica prosta”
sztywna sama w sobie, to dochodzimy do pojecia kratownic lqczonych jako konstrukeji
zbudowanych w ten sposdb, ze dwie lub wigeej kratownic prostych polgczonych ze sobg
w sposob statycznie wyznaczalny, tworzac sztywny zespcl.

Z uwagi na ich sposéb budowy kratownice laczone nie mogq byé rozwigzane metodg
wezléw, lecz trzebo zastosowaé metode przekrojéw. Biorac na przyklad kratownice tréj-
podiuinicows (rys. 2.11a) widzimy, i% przedstawia ona polaczenie kilku najprostszych

b

Uwaga pret 8- wstawia sie,
gdy dziata sita Gy 4

Rys. 2.11. Techniczne wazne przypadki kratownic lgczonych
a) kratownica tréjpodiuinicowa klasyczna; b) kratownica tréjpodiuinicowa pryzmatyezna z usunigtymi pretami
Zerowymi.

sztywnych kratownic (tréjkatnych wreg) za pomocg trzech podiuznie i trzech wykrzy-
zowan idacych jednym obiegiem. W ogélnym przypadku, gdy podiuznice sa lamane,
kratownicy takiej nie mozna rozwiazaé¢ metoda wezléw, gdyz rozpoczynajac od wregi
123 w kazdym z wezléw mamy po cztery niewiadome sily. Mozna natomiast wyznaczyé
sily w pretach grodzi prowadzac przekrdj przez sze$é pretéw Igezacych dwie sgsiednie
wregi, otrzymujae w ten sposob zagadnienie identyczne jak w przypadku laczenia bryl
(rys. 2.10b).

Wyznaczywszy sity w pretach dwdch kolejnych grodzi, mozna przej$é do rozpatry-
wania wregi oddzielajacej te grodazie i wyznaezyé sity w pretach wregi. Formalnie zadanie
jest wiec rozwigzane, jednakze analityczne wyznaczenie sit jest Zmudne. Tylko w przy-

4%
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padku, gdy kratowniea tréjpodhuznicowa jest pryzmatyozna i plaszezyzny wreg sa prosvo-
padle do podtuznic lub gdy wregi sa réwnoramienne i ustawione w ten sposéb, Ze ich
osie symetrii leza w jednej plaszezyZnie, wtedy wzory na sily w pretach sa wzglednie
proste.

W kratownicy pryzmatycznej (rys. 2.12a) po dokonaniu przekroju sily zewnetrzne dzialajace
na odrzucong (lewa) czesé konstrukeji redukujemny do punktu pokrywajacego sie z jedns z-podiuznic,

Rys. 2.12, Statyka tréjpodluznicowej kratownicy laczonej
a) i b) uklad obciazett 1 sit wewneirznych; ¢) statyka wregi 4 BC.

otrzymujac w wyniku sity Ny, Ty, T; i momenty M,, M., M. Rozkladajac* to wypadkowe obciazenie
na skladowe R 4 i T4, Bgi Tg, Rc i T {analogia do rys. £2.10b) mamy w rezultacie

B4 = (Mz—Rcep)lc, BRp= No—{(Mz/e}—{Rccale), RBc= Mylhc; (2.8)
Ty= —Mshg, Tg=[—2Ms+Tscpjhc]~Ty, Tg = (—Ms+Tzc)lbs. (2.9)
Majac obliczone sity B i T, wyznaczamy sily w pretach

[ 14 I
Nx=RA+TA7;, Nol= RB+TB—C‘, N3=RC+TC“a s
(2.10)

7 !
N4=—‘TA_4 N5="T875‘: N3=——T576,

gdzie [, I, I; — dlugosei pretéw 4, §, 6.

Podane wzory sg o tyle wygodne, e pozwalaja rozpatrywaé kratownice jak belke. Obierajac miano-
wicie 0§ odniesienia, wyznaczamy dla danych warunkdéw podparcia przebieg momentéw gnacych i sit
tnacych w dwoch plaszezyznach oraz przebieg sit wzdluinych i momentéw skrecajgeych. Po zastoso-
waniu kolejno wzoréw (2.8}, (2.9) i (2.10) ovrzymujemy sily w pretach. Znajomosé sit w pretach dwéch
sgsiednich grodzi pozwala obliczyé sily w pretach wregi. Izolujac wrege dwoma przekrojami otrzymu-
jemy obraz oddzialywan na wrege pod postacia sit Ty, T, T¢ pochodzacych od pretéw grodzi lezacej
7 prawej strony i sil T:i, T;g, T’C od dzialania protow grodzi lezacej ze strony lewej (rys. 2.12¢). Sily
telacznie z sitami zewnetrznymi przylozonymi bezposrednio do weztéw wregi, tj. P4, Pg, Pci H 4, Hp. H¢
muszg tworzy¢ uklad sit w réwnowadze. Samo wyznaczanie sil przeprowadza sie jak dla normalnej

* Zwraca sie uwage na réznieg miedzy rys. 2.10b a rys. 2.12a. Na rysunku 2.10b T, ..., M; sa
obciazeniami dzialajacymi na czeéé rozpatrywana i diatego sily B i T wyznaczano z réwnan réwno-
wagi. Na rysunku 2.12a N, ..., M, sa oddzialywaniami czeéci odrzuconej i dlatego sily B i T' wyzna-
cza sig rozkladajac obeiazenie na sily skladowe.
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kratownicy plaskiej. Jesli wrega nie jest obciaZona silami zewnetrznymi, to sily wewnetrzne w pretach
jej sa réwne bezposrednio T'4, Tp, T¢, przy czym

Ty=T,, Th=Ts Tc=1Tc. (2.11)
Wzory (2.8) + (2.11) obowiazujg tylko przy podanym (rys. 2.12) ukladzie wykrzyzowan. Jesli uklad
sie zmieni i bedzie taki jak na rys. 2.7a, to metoda rozwiazania zostaje identyczna, jedna.kz'e_ WIZOry
ulegng zmianom. Przeprowadzenie ansalizy w takim przypadku, jak réwniez w drugim, gdy wregi sa
symetryczne, ale podiuznice nie sg réwnolegle, zostawia sie czytelnikowi.

Z punktu widzenia dokladnosei rachunkéw, metoda przekrojéw jest znacznie lepsza
niz metoda wezléw, gdyz obliczenie sit w pretach kazdej grodzi jest operacja niezalezng
od wszystkich poprzednich obliczen. Jesdli wige kratownica moze byé obliczona metods
wezldw lub przekrojow, jak np. kratowniea z rys. 2.7a, to pierwszefistwo nalezy przyznaé
metodzie przekrojéw.

W niektérych przypadkach kratownica tréjpodtuznicowa pryzmatyczna moze byé
Uproszezona przez usuniecie wreg posrednich i pozostawienie tylko obydwu wreg skrajnych,
(rys. 2.11b). Je$li mianowicie kratownica obciazona jest tylko we wregach skrajnyeb,
a obieg wykrzyzowah zmienia sie co kazds grodZ, to wszystkie prety wreg posérednich
mogs byé usuniete, gdyz wszystkie one s3 pretami zerowymi*. Bardziej szczegélowe
uwagi podane sa w art. 2.8.

Przyklad. Wyznaczyé sily w pretach 1, 3, 5 wysiegnika (rys. 2.13a), zawieszonego na linie oraz
podpartego przegubowo na weztach 1, 2, przy obeigzeniu sitami P i H.

29
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re—————x = 5x 2 —————

Rys. 2.13. Przykiad liczbowy

¥ Wezimy na przyklad wezel 4. Gdyby istnial pret 4-6, to z warunku réwnowagi rzutéw sil scho-
dzacych sie w tym wezle na prosta prostopadla do sciany 1-2-14-13 wynika N, , = 0 c.b.d.d.
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Rozwigzanie. Z warunkéw réwnowagi momentéw wzgledem prostej -2 otrzymujemy sile
w linie:
8 =P (2a+c)/hs = 9,621,
gdzie hg = 2,91 m — dlugodei odeinka prostopadiej (rys. 2.13b). Prowadzgc obecnie przekrdj tuz za
wrega 6-7-8 mamy do wyznaczenia siedem sil w pretach pobocznicy (trzy podluznice i cztery wykrzy-
Zowania, rys. 2.13d), tj. wiecej ni% szesé réwnasi réwnowagi. Poniewaz jednak wypadkowa sil w pretach
(19, 10) i (19, 11) musi mieé kierunek 7-8, gdyz inaczej nie moglaby istnieé réwnowaga wezla 19, wige

stad wynika zaleinosé
Niszo = —Ny,n»

a wiec w rezultacie mamy sze§é niewiadomych. Podobnie jak na rys. 2.12a, tak 1 tu wyznaczamy naprzéd
sity Ry, Ry, By, Ty, T, T4 rownowaine ukladowi sit Ty, Tz, Ny, My, Mz, M (rys. 2.13¢c). Zgodnie z rys.
2.12a
T, =2P—8sinf =166t T,=—2H=—06t%,
Ny = —Scosf = —9,33¢,
M, = 2,03 tm, M, = 1,8 tm, M, = 0,6tm.

Ukladajac réwnania réwnowaiZnosct mamy:

My N, M., M, .
=7 = =2 — =L = 3,888,
By = =X =203t RBy= 54— 5

1
= — 748 t, Ty = —(Ms+Tyh) = 0,

N E ARV T
T7—(—2—+ c)]/ 14 |5r) = 160%,

_ (s Tz]/ K
Ts—(c —-2—) 1|5 = —026¢.

Rozkladajac w plaszezyznach odpowiednich krat wypadkowe z sit By i 's otrzymujemy (rys. 2.13e)
Nsg,9» 20 wzoru (2.11) N; = T, oraz Ny=R; i w wyniku
Ny = Ng,9 = 2,035, Nz=DNgy=05¢%  Ng=2N4s= —026¢.

2.6. Ogoélna teoria kratownic przestrzennych

Rozwazania artykuléw 2.4 i 2.5 pozwalaja rozwiazaé tylko nieliczne zagadnienia
statyki kratownic. W ustrojach najczedciej spotykanych obliczenie sit wewnetrznych jest
bardziej zlozone i dlatego konieezne jest zaznajomienie sie z ogélna teoris kratownic
przestrzennyeh.

Punktem wyjseia tej teorii jest liczhowe kryferium sziywnosci, to jest ustalenie mini-
malnej niezbednej liczby pretéw p potrzebnej do zbudowania sztywnej kratownicy
o w wezlach.

W kratownicy-. przestrzennej nabudowanej na sztywnym podiozu do unieruchomienia
kazdego wezla, lezacego poza podlozem, zuzywamy trzy prety. Dla unieruchomienia
takich w wezléw potrzeba jest pretéw

p=3w. (2.12a)
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Przy budowaniu kratownicy sztywnej samej w sobie, trzy pierwsze wezly, stanowiace
trojkat podstawowy, zuzywaja tylko trzy prety. Dobudowanie do tego tréjkata kazdego
z nastepnych (w—3) wezldw wymaga za kazdym razem zuzyecia trzech pretéw. W re-
zultacie liczba pretéw w kratownicy sztywnej samej w sobie wynosi

P = 3+3(w—3) = 3w—=6. (2.12b)

Réinica wzoréw (2.12a) i (2.12b) jest pozorna, nalezy bowiem pamiegtadé, ze kratownica
sztywna sama w sobie nie jest kinematycznie réwnowazna kratownicy nabudowanej
na sztywnym podlozu, gdyz posiada 6 stopni swobody. Aby méce poréwnaé obydwa kry-
teria, nalezy kratownicg sztywna sama w sobie unieruchomié wzgledem podloza, tj. dodaé
6 wiezow, np. w postaci dodatkowych 6 pretéw (art. 2.4). W rezultacie obydwa kryteria
sprowadzaja sie do wzoru (2.12a), jesli jako prety wliczaé bedziemy réwniez wiezy dodat-
kowe (reakecje) unieruchamiajace kratownice w przestrzeni.

Kryteria (2.12) sa kryteriami sumarycznymi i nie okredlaja, jak maja przebiegaé
prety laczace wezly., W rezultacie przy tym samym rozstawieniu i liczbie wezléw mozna

Rys. 2.14. Rézne postacie kratownicy o tym samym rozstawieniu wezldéw
a) kratowniea prosta; czworodcian podstawowy 1, 3, 4, §; kolejnodé budowania: 6, 2, 5, 7, 12, 11, 9, 10, 16, 15, 13,
14; b) kratowniea I3czona tréjpodiuznicowa 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 16 z nabudowanymi wezlami w ko-
lejnosei: 1, 5, 9, 13; c) kratownica zespolowa.

zbudowaé rézne kratownice o tej samej liczbie pretéw. Przykladem tego jest kratownica
z rys. 2.8¢, ktéra przez przestawienie pretéw moze byé przeksztatcona na inng kratownice
prosty, (rys. 2.14a) lub kratownice laczong (rys. 2.14b), lub wreszcie kratownice (rys. 2.14¢),
ktéra spelniajae warunek (2.12b) nie moze byé rozwiazana ani metoda wezléw, ani prze-
krojéw. Kratownice takie, spefniajace warunek sztywmodei, a nie bedgee kratownicami
prostymi lub lgezonymi nazywamy kratownicams zespolowymd.

Nalezy réwniez zauwazyé, iz kryteria (2.12) nie wykluczaja mozliwosei zbudowania
kratownicy nieprawidtowej, a mianowicie z czedcia przesztywniona (statycznie niewyzna-
czalng) i czedcia niedosztywnions (mechanizmem). Przykladem takiego blednego roz-
wiazania moze stuzyé kratownica z rys. 2.14a, gdy pret (5, 12) zamienimy pretem’ (8, 2),
gdyz wowezas grodz praws bedzie przesztywniona, natomiast grod# $rodkowa niedo-
szty wniona.
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Kratownica (rys. 2.14c) jest przykladem czesto stosowanych kratownic powlokowych,
ktérych prety zamykaja jednospdjna przestrzen nie przechodzac przez jej wnetrze*.
Okazuje sie, ze kazda kratownica powlokowa zbudowana z tréjkatéw spelnia warunek
(2.12h), jest wiee kratownica sztywns. Wynika to z twierdzenia Eulera**, ktére glosi,
iz w dowolnym wieloScianie liczba &cian s, narozy w i krawedzi p jest zwigzana zalez-
nosoeig

P = w+s—2. (a)

Jeéli wieloScian sklada sie z samych tréjkatow, to liczba Scian s i krawedzi p zwiazana
jest zaleznodcia dodatkows:

p =382, (b)

gdyz kazdy z bokéw nalezy jednoczesnie do dwdch tréjkatéw. Wyznaczaiac stad s i pod-
stawiajac do (a), mamy
P =w+(2p/3)—-2,
skad
) p = 3w—6.

Traktujac wige wielodcian jako kratownice, w ktérej odpowiednikiem narozy sa wezly,
a krawedzi — prety, dochodzimy do stwierdzenis, ze kratownica taka jest sztywna sama
w sobie.

Kratownica calkowicie unieruchomiona, a wiec spehiajaca kryterium p = 3w jest
réwnoczesnie kratownics statyeznie wyznaczalng. Oznaczajac bowjem jako niewiadome

* Definicja kratownic powlokowych wynika z wladciwosei geometryeznych i nie ma nic wspdlnego
z podzialem na kratownice proste, laczone i zespolowe, kiéry to podzial jest zrobiony ze wzgledu na
metode rozwigzania. Kratownica powlokowa moze nalezeé do kaidej z tych grup. Tak na przykiad
kratownica (rys. 2.11a) jest laczona, podezas gdy kratownica (rys. 2.7a) jest prosta.

** Dowod twierdzenia Eulera jest nastepujacy. Przy tworzeniu wieloseianu pierwszy wielobok
ma tyle samo krawedzi p,, ile narozy w,. Przy dobudowaniu nastepnego wieloboku wykorzystujemy
z wieloboku pierwszego jedna krawedZ i dwa naroza, tak Ze liczba dodanyeh bokéw p, jest o 1 wieksza
niz liczba dodanych narozy w,. Dobudowujac trzeci wislobok wykorzystujemy juz trzy naroia istniejace
i dwa boki, a zatem znowu musimy dodaé bokéw p,; ¢ 1 wigcej niz naroiy w,. Postepujac w ten sposéb
stwierdzamy, 2o zaleino$é ta jest spelniona dla (s—2) dobudowanych $cian z wyjatkiem ostatniej
$ciany, kiora otrzymuje sie niejako automatycznie. W rezultacie mozemy napisaé {(s—1) zaleznosei

Pr=wy, Py=wpt+l, Py=1wy+l, .., Ps—y=ws-rT1.
Dodajac stronami te wszystkie rownosel mamy:
Py+Pet oo +Ps—1 = Wy+wy+ L Fwy—y +H{14-14 L F1),
——. ettt
{s—2)razy
& po oznaczeniu
s—1 s—1
p=Dpi, w= w
1 1
mamy

pP=wts—-2.
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sity wewnetrzne N; w pretach, mozemy dla kazdego z wezléw napisaé trzy réwnania
réwnowagi rzutéw sit:

2 N;cosa;+Q, =0,
2 N cospi+@Q, =0, (2.13)
3 N, cosy;+Q, =0,

gdzie 5[Qx, @y, @.1, jest obciazeniem zewnetrznym danego wezta, a;, f;, y; sa katami,
jakie tworzy pret ¢ z osiami z, y, z, a sumowanie odnosi sig do wszystkich pretéw scho-
dzacych si¢ w danym wegle. Jedli kratownica ma w wezléw, to liczba réwnan (2.13) jest
réwna 3w, a liczba niewiadomych jest réwna liezbie pretéw p. O ile wiec kratownica
spelnia warunek (2.12a), to liczba niewiadomych jest akurat réwna liczbie réwnan statyki,
a wige kratownica jest statycznie wyznaczalna. Dla kratownicy sztywnej samej w sobie
jako 6 dodatkowych niewiadomych wystepuje 6 reakeji (wezldw) unieruchamiajacych ja
w przestrzeni, tak ze znowu liczba niewiadomych sil jest réwna liczbie réwnan réwnowagi.

Ulklad réwnan (2.13) jest liniowy. Z wyjgthiem przypadku, gdy wy il charakterystyczny wkladw
réwnan (2.13) jest réwny zerw, istnieje tylko jeden uklad sil wewnetrznych, kiéry przy danym obcigieniu
wy ia 6 ax"Jq z z,’

Kratownice, dla ktérych wyznacznik charakterystyczny jest réwny zeru, nazywaja sie kratowni-
cami o postaci krybtycznej. Najprostszy przyklad takiej kratownicy przedstawia kratownica tréjpretowa
(art. 2.2), gdy wyznacznik (2.2) jest réwny zeru. Wprowadzajac jednostkowe wektory 4 skierowane

wzdluz osi pretéw 1, 2, 3 (rys. 2.3) i okredlone rzutami

iy = €08, gy = 08Pk, fkz = cosyr, (k=1,2, 3),

otrzymujemy wymmacznik (2.2) w postaci iloczynu mieszanego skalarno-wektorowego
> = =
D =iy {iy X ig)

przedstawiajacego objetosé réwnoleglodcianu o krawedziach Z,;;,_z; Objetosé ta staje sie réwna zeru
tylko wtedy, gdy te trzy wektory, a wiee i trzy prety leza w jednej plaszezyznie.

Obierajac w tym przypadku uklad osi =, y, 2z (rys. 2.15) rozrézniamy dwa warianty obeigzenia te)
przestrzennej kratownicy o postaci krytycznej. Przy obciaZeniu 1, gdy tylko @, # 0, sily Nj, Nj, Ng

Rys. 2.15. Statyka tréjpretowej kratownicy o postaci krytycznej
a) I wariant obciazenia; b) II wariant obciaZenia.
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stajg sie teoretycznie nieskoriczenie wielkie. W rzeczywistosei pod dzialaniem nawet bardzo matej sity @
powstana duze odksztalcenia samych pretéw, jak réwniez doéé znaczne przemieszczenie pionowe wezla Q.
W tym przypadku kratownics staje sie pseudomechanizmem, to jest konstrukcja doznajaca niewspol-
miernie duzych odksztalceri innego zupeinie rzgdu niz spotykane zazwyczaj. Rownowaga wezla mozliwa
jest tylko dlatego, e po odksztalceniu prety nie lezs $cisle w plaszczyznie zy, lecz tworsa z nia niewielkie
katy. Zadanie wyznaczenia sit daje si¢ nieliniowe, gdyz odksztalcenia pretéw wehodza w réwnanie
réwnowagi rzutéw na o pionows, ukryte w tych katach, jakie po odksztalceniu tworza prety z plasz-
ezyzng Y.

Jeéli na przyklad wszystkie trzy prety kratownicy (rys. 2.15a) sa identyczne i sa rozstewions co
120°, to z warunkéw réwnowagi rzutéw na 0§ z 1y wynika, ze Nj = N, = N; = N’, a punkt O doznaje
tylko przemieszczenia pionowego. Jesli po odksztalceniu kazdy z pretéw tworzy z plaszezyzna xy kat f,
to réwnanie réwnowagi rzutéw na 08 pionows brzmi:

3N’sinfl = Q.

Wydtuzenie kazdego z pretéw o pierwotnej dlugosei I wynosi:

lsecf — 1= N'I[EA
i po podstawieniu N’ do poprzedniego wzoru daje réwnanie trygonometryczne dla kata §:

tgf—sinf = Q.[3HA. (]
Jesli Q/EA = 1- 10-%, to z réwnania (¢) mamy 8 = 1°5’. Aby zdaé sobie sprawe z tego, jaki rzad
przedstawiajg powyzsze liczby, przypusémy, ze E = 2-10°kGfem?, 4 =2cm?, I =1m,
wiedy

Qz = 1-10°-2-10°-2 = 40 kG

Przemieszezenie pionowe f wezla O wynosi:

f=1tgf = 188cm,
sila zad w kaidym z pretéw jest:

N’ = EA(secf~—1) = 2-10%-2(sec1°5’—1) = 710 kG,
a wigc okolo 18 razy wiecej niz sila obciazajaca. Wszystkie te liczby potwierdzaja poprzednie stwier-
dzenie, Ze konstrukeja przy tekim obeiazeniu staje sie pseudomechanizmem.
W przypadku II (rys. 2.15b) réwnanie rzutéw na o8 z jest spelnione tozsamoéciowo, natomiast
w dwdch pozostalych, réwnaniach wystepuja trzy niewiadome sily Ng (k = 1, 2, 3). Poniewaz réwnan
statyki jest za malo do wyznaczenia niewiadomyeh sil, przeto zadanie jest statycznie niewyznaczaine,
ale liniowe. Réwniez w przypadku, gdy @ = @, = 0, w pretach kratownicy moga istnieé sily rézne
od zera. Obierajac bowiem NY’ zupelnie dowolnie, wartodci sil pozostalych N7 i N7 moina zawsze tak
dobraé, aby réwnania statyki byly spelnione. Jest to znana wlasno$é ukladéw statycznie niewyzna-
czalnych okreslona jako naprezenie wiasne.
Przeanalizowany przyklad kratownicy tréjpretowej o postaci krytycznej pozwala wyciagnaé i uogél-

ni¢ kilka wnioskéw.

Wmosek Y. Rrytycena postaé kratownicy jest wynikiem wylacznie ustewienia ‘pretow & wezldw, a nie

zalety zupelnie od obcigienia, gdyZ wartosé wyznacznika charakterystycznego réwnan (2.13) zalezy
tylko od cosinuséw kienmkowych.

Whniosek 2. Kaida kratownica o postaci krytycznej staje sig przy niektérych obcigseniach pseud
chanizmem.

W omawianym przykladzie tym obeiazeniem byla sila Q;. W przypadku ogélnym wniosek ten
wyplywa z wlasnoSei ukladu réwnan liniowych*.

* Gdy wyznacznik ukladu réwnan (2.13) jest réwny zeru, to przy istnieniu wyrazéw wolnych (dzia-
laniu obeigzen Q) mozna zawsze znalezé takie ich wartodei, aby niewiadome N;— co.
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" Azsatanire

Whniosek 3. W kazdej krat icy o postaci krytycznej mogg istnieé sily gtrzne bez

beiqzeni gtrzriego. Z mstermatyki wiadomo, ze w przypadku gdy wyznacznik charakterystyczny
jest réwny zeru, istnieja niezerowe rozwigzania jednorodnego ukladu, w ktérym wyrazy wolne sg réwne
zeru. W naszym przypadku wyrazami wolnymi sa obcigZenia zewnetrzne, a niewiadomymi sily w pre-
tach.

Formulujge wniosek odwrotny do wniosku 3, mamy mozno$é latwego sprawdzenia, czy kratownica
ma postaé krytyezng. Jedli mianowicie przy zerowym obcigZeniu zewnetrznym mozemy dobraé taki
niezerowy uklad sit wewnetrznych, ktéry zapewnia réwnowage kazdego z weziéw, to kratownica ma
postaé krytyczng, a wyznacznik charakterystyczny ukladu réwnai (2.13) jest réwny zeru. Ta metoda
zerowego obciqienia jest znacznie wygodniejsza anizeli bezposrednie obliczanie wartosci wyznacznika,

Dla kratownie prostych i laczonych krytyezne postacie kratownic sprowadzajs sie albo do przypadku,
gdy tréjpretowe naroie staje sie zespolem trzech pretéw lezacych w jednej plaszezyznie (rys. 2.15),
albo gdy 6 pretéw laczacych dwa sztywne zespoly przecina sie z jedna prosta. W kratownicach zespo-
lowych takich ogélnych regul sformulowaé nie mozna i analize na postaé krytyczng nalezy przepro-
wadzaé dla kazdego przypadku oddzielnie. Tak na przyklad kratownica zespolows (rys. 2.16a), w ktdrej
wregi skrajne sa kwadratami o boku a, wrega érodkows kwadratem o boku af ]/2_ ustawionym syme-

z 3
o
N Y

=z
*
N

Nam
N

TV

N}

Rys. 2.16. Analiza kratownicy zespolowej o postaci krytycznej
a) przestrzenny obraz kratownicy; b) obeciazenie sitami wewnetrznymi; statyka wreg skrajnych.

tryeznie, ma postaé krytyczna przy dowolnych wartosciach h; i h,. Jesli bowiem podzielié kratownice
na trzy czesci (rys. 2.16b) i zatozyé, ie oddzialywanie miedzy gérng i dolna czesécia stanowia cztery sily
+ @, to stwierdzamy, ze prety wregi srodkowej beda zerowe, oraz ze czesé gérna i dolna beds jako
caloéé w réwnowadze. Rozpatrujac z kolei czesé gérna widzimy, ze oddzialywania Q wywoluja w pre-

tach podluznic sity
N = QY i+ 0¥ dhy,

przy czym w pretach wezldw § i 7 sg to sily rozciagajace, w pretach zaé wezléw 6 i 8 Sciskajace. Prze-
chodzac nastepnie do wezla 4 stwierdzamy, Ze oddzialywenis pretéw 4-8 i 4.7 dadza w tym wetle
wypadkows W, lezaca w plaszezyZnie wregi gérmej i skierowana pod katem 45° do preta 3-4 (rys.
2.16¢). Wielkosé tej wypadkowej jest

W, = Qa y/2j4h,.
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Analogicznie przedstawiaé sie beda oddzialywania podluznie na pozostale wezly wregi (rys. 2.16c)
i w rezultacie w pretach I1-2, 2-3, 3-4, 4-1 powstang sily N* jednakowe co do wielkosci i réwne:

N* = Qajdh,

z tym tylko, ze w dwoéch pretach I-2, 3-4 sg one Sciskajace, w pozostalych rozciagajace, podczas gdy
przekatny pret jest zerowy. W podobny sposéb mozna rozpatrzyé réwnowage dolnej ezedei kratownicy
otrzymujac w wyniku te sare wzory, w ktérych k, zastapiono przez hy. W ostatecznym rezultacie do-
chodzimy do wniosku, z6 w kratownicy (rys. 2.16a) moga istnieé sity wewnetrzne zapewniajace réwno-
wage kazdego z wezléw bez jakiegokolwiek obciaZenia zewnetrznego, a to dowodzi, e kratownica ma
postaé krytyczna.

Kilka innych przykladéw krytyoznej postaei kratownic zespolowych podano na rys. 2.17. Przepro-
wadzenie analizy pozostawia si¢ czytelnikowi.

5

Rys. 2.17. Przyklady kratownic zespolowych o postaei krytycznej

Pewna wskazdéwka do przewidywanis, ze kratownica ms postaé krytyezna, jest to, Ze postaé kry-
tyezna towarzyszy czesto regula.my'm rozstawieniom wezléw 1 pretéw. jednakze wskazéwka ta nie moze
byé uznana za regule. Gdyby wieniec kratownicy (rys. 2.17b) miat postaé wielokata foremnego o nie-
parzyste]j liczbie bokéw, to kratownica nie mialaby postaci krytveznej pomimo regularnego rozstawienia
wezldéw 1 pretéw.

Przeprowadzone rozwazania dotyczyly kratownic przestrzennych. Identyczne rozumowanie mozna
przeprowadzié dla kratownic plaskich, przy czym wszystkie wnioski zostajs w mocy.

Praktyczne znaczenie wszystkich wywodéw jest nastepujace. W kratownicach przestrzennych,
stanowigcych konstrukeje bardziej zlozone anizeli kratownice plaskie, istnieje w znacznie wiekszym
stopniu mozliwodé pojawienia sie krybtycznej postaci kratownicy, zwlaszeza przy naturalnej tendencii
konstruktoréw do tworzenia ukladéw regularnych. Uswiadomienie sobie tego niebezpieczenstwa, jak
réwniez przedstawienie metod stuzacych do wykrycia takich nieprawidlowo;écy’(imnscrukcji bylo istotnym
celem przeprowadzonych rozwaZas.

2.7. Przestrzenne kratownice zespolowe. Metoda pretéw zastepezych

W odréinieniu od plaskich, kratownice przestrzenne naleis przewainie do kratownic
zespolowych. Rozwiazanie ich jest mozliwe przez wyznaczenie niewiadomych z ukladu
3w réwnan (2.13) Téwnolwagi wezléw, jednakie metoda ta jest niepraktyczna. Z tego
powodu stosujemy metode pretéw zastepezych (tzw. metode Hennebergm), polegajgca na
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takim przestawieniu stosowanej liczby pretéw, aby przeksztalcona kratownica stala sie
kratownica prosta lub laczona.

Przypuéémy, Ze mamy rozwigzaé zespolowa kratownice powlokows (rys. 2.18a) obeig-
zong silami @, & utrzymang w réwnowadze szeScioma reakcjami. W danym przypadku
wystarezy usungé tylko pret (I, 3) wstawiajac go jako pret (13, 15), aby kratownica
stala sig juz kratownicg prosta. Istotnie w kratownicy przeksztalconej (rys. 2.18b) mozemy

Rys. 2.18. Rozwigzanie kratownicy zespolowej metoda pretéw zastepezych
a) kratownica zespolowa powlokowa w = 17, » == 45; b) kratownica prosta z wprowadzonym preiem zastgpczym
13-15. Sily wewnetrzne Ni; ¢) kratownica prosta z pretem zastepezym I13-15. Sily wewnetrzne ni.

rozwiazaé wszystkie wezly wedtug nastepujacej kolejnodei: 2, 3, 1, 4, 6,'7, 5, 8, 10, 11,
9, 12, 14, 13, 15 i 16, gdyz w kazdym z wezléw spotykamy tylko trzy.niewiadome sily
wewngtrzne IN;. W tej samej kolejnosci mozna obliezyé sity n; wywolane w tych samych
pretach dzialaniem sit X = 1 kG przylozonych w wezlach I i 3 (rys. 2.18c). Jesli teraz
X # 1kG, to z zasady superpozycji wypadkowa sita W; w precie ¢ jest

W, = N+nX. (2.14)

Miedzy innymi w precie zastepezym (13, 15) oznaczonym dla krétkosei wskainikiem
a, sila wypadkowa
W, = Na+naX . (a’)

W rzeczywistodci preta zastepezego nie ma i po to, aby moée go usunaé trzeba, aby
miedzy wezlami I i 3 dzialala sila X sprowadzajaca W, do zera. W wyniku:

X = —(Nu/na). (2.15)

Majac sile X, przedstawiajaca oddzialywanie usunigtego pierwotnie preta (I, 3) mozna
z wzorn (2.14) wyznaczyé sity we wszystkich pretach. Otrzymane w ten sposéb rozwigza-
nie, zapewniajae réwnowage kazdego wezla, jest na zasadzie jednoznacznoéei rozwigzania
odpowiedzia prawidlows i jedyna mozliwg.

Biorac jako przyklad kratownice (rys. 2.18a) obciazong tylko @, # 0 i analizujac prace konstrukeji
z wprowadzonym pretem zastepczym (rys. 2.18b), dochodzimy db wniosku (rys. 2.18¢), ze§ciany boczne
i gbrne w obrebie 3 grodzi beds mialy wezystkie prety zerows. Biorac dla prostetyly,, = ly,; = 5,0 =
Uy, 13 =1;,, = b oraz wysokodé A3, 16, 17 réwna tez b otrzymujemy sily w pretach jak narys. 2.19s.
Stan obcigzenia X = 1 kG daje sily wskazane na rys. 2.19b, pray czym w obrobie 3 grodzi sily te wyzna-
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czono stosujac superpozycje czterech stanéw podobnych do obeigzenia sila @;. W obrgbie piramidy
13, 14, 15, 16, 17 sily wyznaczono z réwnai (2.1), rozwiazujac kolejno wezly 16, 14, 13, podczas gdy
réwnowaga wezléw 151 17 stuzy jako sprawdzenie rachunkéw. W zastepezym precie N, i ng sa Ny =
= 4Q1]/§== 5,656 @, ng = —T,0 kG/kG, skad wedlug (2.15) X = 0,808 ,. Dodatnia wartosé X wskazuje,
ze oddzialywanie odrzuconego preta (I, 3) jest takie jak zaloZono na rys. 2.19b, a sam pret (I, 3) jest
rozeiggany sila X = 0,808 @,. Stosujac teraz wzoér (2.14) obliczamy sily w pretach. Tak na przyklad

Ny, = 8,585-0,808Q, = 2,86Q,,
Nopp,1s = 3Q,—4,242.0,808Q, = —0,43Q, itd.

W obliczeniach celowe jest ujaé powyzsze rachunki w postaci tabelarycznsj.

Rys. 2.19. Prazyklad rozwiazania kratownicy zespolowej z rys. 2.18 metodg Henneberga

2) stan odpowiadajacy rys. 2.18b; ponadto o podano na rysunku: Nys.'= Q11,25 = — Nigpzs Nutstz = — Nigar =
= 6Q,; b) stan obeciazenia X = 1 kG; ponadto co podano na rysunku: Nie = 0, Nygye = 4,949, N,y = —1,414,
N = —2,828, Nigz = — Nigy1r = 4,75, Nygyr = — Nisair = 6,363, Dla jasnosei na rys. a opuszezono prety zerowe,
rys. b wykonano tak, jakby Sciany kratownicy oklejono papierem, usuwajae przy tym podtuznice 2—6— 10—~ 14«

Jesli do rozwigzania kratownicy zespolowej potrzebna jest zamiana dwéch lub wiecej
pretéw, to metoda zostaje podobna. Tak na prayklad w kratownicy (rys. 2.20) nalezy
zamienié prety 7 i 2 przez prety a i b, aby przez te zamijane kratownica stala sie prosta.
Rozumujac jak poprzednio otrzymujemy przy jednoczesnym dzialaniu sit X, X, i obeia-
Zenia zewnetrznego, wypadkows sile W; w precie ¢

W, = Ni+n; X, +0{' X, (2.16)

Miedzy innymi w pretach zastepezych a i b powstans sity:
Wu = Na+n;X1+n;l X2 s Wb = Nb+n;X1+n;’X2 » (b)
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ktére w rzeczywistoéci muszg byé réwne zeru. Ofrzymujemy stad dwa réwnania dla
okredlenia X, i X,. Rozwiazanie ich daje:

1 14 ’
N, ny —N,n, N, n,—Nyn,
Xy = s Xe = — e . (2.17)
1 vt 7 2 [ 7 17
N, oy, — T T, Tog Ty — Ty T,

W przypadku liczby pretéw zastepezych wigksze] niz dwa, dysponujemy odpowiednio
wigksza liczbg réwnan typu (b), a stad ze wzoru typu (2.16), przybierajgcego postaé

W, = Ny4n; X 4n; X+ ... +2P X, (2.18)
mozemy wyznaczyc sy we wszystkich pretach.

Przy stosowaniu metody pretéw zastepczych konieczne jest sprawdzenie, czy wpro-
wadzajac pret zastepezy nie spowodowaliSmy pojawienia sig krytycznej postaci prze-

Rys. 2.20. Przyklad rozwiazania kratownicy zespolowej z dwoma zastepezymi pretami
a) konstrukcja plerwotna I, 2 prety usuwane; b) konstrukeja z pretami zastepczymi a, b; obeiaZenie zewnetrzne

P,, P, zréwnowazone 6 reakcjami R, H, T wywotuje sily w pretach ¥ ;3 €) stan obeiaZenia X, = 1k@; sity w pretach
ny; d) stan obciazenia X; = 1 kG; sily w pretach .

ksztatconej kratownicy. Poniewaz przeksztalcona kratownica ma byé prosta lub laezona,
przeto nalezy zwrocié uwage, aby nigdzie w przeksztalconej kratownicy nie pojawilo sig
naroze plaskie oraz aby nigdzie 6 pretéw laczacych nie przecinalo sie z jednag prosty.

Metoda pretéw zastepezych bedac najbardziej uniiversalnae metodg rozwiazywania
kratownic zespolowych jest stosowana w tych przypadkach, gdy zawodzg inne metody
rozwigzywania tych kratownie. Powodem jest to, Ze w zastosowaniach technicznych, gdy
liczba pretéw w kratownicy jest rzedu 100 i wiecej, dokladnosé rachunkéw wedlug metody
pretéw zastepezych jest mala.

W szezegélnodei dla kratownie powlokowych ostateczna. warto$é sily wewnetrznej
(wzory 2.14 i 2.18) przedstawia sig na ogét pod postacig réinicy dwéeh bliskich wartodei,
wskutek czego przy przeprowadzaniu obliczen wykresinie lub na suwaku, wiarygodno§é
rezultatu jest problematyczna.
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2.8. Niektére ulatwienia analizy kratownic

Jakkolwiek kazda statycznie wyznaczalng kratownice przestrzenns mozna rozwigzad
metody weztéw, przekrojéw lub pretéw zastepezyeh, to jednak bardzo czesto spotykamy
przypadki, gdy rozwiazanie mozna znacznie uproécié nie stosujae tych ogénych metod.
Jedna =z takich mozliwosel daja reguly wynikajace z réwnowagi przestrzennego ukladu
sil, przecinajacych sie w jednym punkcie (wezle) O, a mianowicie:

1. Trzy sily nie dzialajace w jednej plaszezyZnie moga by¢ tylko wtedy w réwnowadze,
gdy kazda z nich jest réwna zeru (patrz wzér 2.1).

2. Gdy z caterech sil, nie dzialajacych w jednej plaszezyZnie, dwie dzialajg wzdluz
jednej prostej, to réwnowaga zachodzi tylko wiedy, gdy te wspdlliniowe sily s3 réwne
i przeciwnie skierowane, pozostale zas dwie sily sa réwne zeru.

3. Jedli z » sit, (n—2) sily dzi;iajab w jednej plaszezyZnie, a tylko (n—1)-sza 1 n-ta
sila poza ta plaszezyzna, to majac wartosé jednej z tych dwoéeh sil, mozna wartosé drugiej
wyznaezyé bezposrednio z warunku rzutéw na of prostopadla do plaszezyzny wyznaczo-
1'1ej przez sily pozostale.

4. Jedliz nsit (n—1) dziala w jednej plaszezyznie, a tylko n-ta poza nia, to réwnowaga
zachodzi tylko wtedy, gdy ta n-ta sila jest réwna zeru.

Stosujge te reguly mozna osiagnaé uproszczenie polegajace na wyeliminowaniy
z analizy danej kratownicy pojedynceych pretéw lub grup pretéw nieczynnych przy danym
obcigzeniu. Tak na przyklad w kratownicy (rys. 2.8¢) przy dzialaniu dwéch par sit o mo-
mencie Pg zastosowanie reguly (1) eliminuje z analizy prety schodzace sig w weile 2,
13 i I4. Stosujac nastepnie regule (4) do sit schodzacych sie w wedle 15 widaé, iz sila
Nys16 = 0, jako jedyna nie lezgea w plaszezyinie, w kicdrej dzialaja Nygis Ny 15 1 £
Przechodzac z kolei do wegla 16 i nadal stosujac regule (4) widad, iz Nyg 4y = 0. Dalsze
stosowanie tej samej reguly okresla nieczynnosé pretéw (12, 11), (9, 10), (12, 10), (12, 7),
(7, 8) i (5, 6). Wreszcie rozpatrujac wezel £ i stosujac regule (2), otrzymujemy, ze prety
4, 8) (4, 3) sa tex zerowe, a sifa N, = —P. W wyniku mamy znaczne uproszezenie
analizy, gdyz z 42 pierwotnie nieznanych sit mamy okre§lonych jui polowe.

Podana analiza moze wywolaé wrazenie, iz stosowanie regut (1-—4) daje uproszezema
tylko w przypadku kratownic prostych. Tak jednak nie jest. Biorge bowiem kratownice
zespolows, o plaskich Seianach (rys. 2.21a) obeciazong tylko sila R, (B; = 0) w plaszezyZnie
(1, 2, 14, 13) i stosujae regule (4) do wezla 2, a nastepnie regule (1) do wezldw 31 41 wreszcie
regule (4) do wezla 1 otrzymujemy w wyniku, iz wszystkie prety gérnej grodzi lezace poza
plaszezyzng (1, 2, 14, 13) sa nieczynne. Powtarzajae to samo rozumowanie dla grodai
srodkowej i dolnej otrzymujemy na koniee, i3 jedynymi pretami, w ktérych przy obeia-
Zeniu B, moga {ale nie we wszystkich musza) dzalaé sily wewnetrzne sg prety Sciany
{1, 2, 14, 13) (rys. 2.21b). W ten sposéb analize kratownicy przestrzennej sprowadzamy
do rozwigzania kratownicy plaskiej unikajac klopotliwej metody pretéw zastepezych.

Druga moiliwosé nproszczen daje zastosowanie zasady jednoznacznosel rozwigzania
{art. 1.5). Biorac znowu kratownicg (rys. 2.21a) obciazona tylko sila B, (R, = 0) zalézmy,
i% pracuje tylko podluznica (3, 15) i ze sita we wszystkich jej odeinkach jest stala i réwna
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—R,. Fatwo sprawdzié, ze przy tym zalozeniu réwnowaga wszystkich wezléw jest spel-
niona, a_wiec obrany przez nas na chybil trafil uklad sit jest, zgodnie z zasads jedno-
zZnacznosei rozwigzania, odpowiedszig prawidlows i jedyna. Wypadkowe sity w pretach
kratownicy (rys. 2.21) przy jednoczesnym dzialaniu sit B, i B, znajdziemy stosujac zasade
superpozycji do wyniku powyzszego (B, =0, By #0) i popizedm'ego (rys. 2.21b).
Szczegdlnie wazng regule daje zastosowanie zasady jednoznacznoéei w przypadku
kratownicy przestrzennej o §cianach plaskich. Obeigzmy taks kratownice sztywny samg
w sobie, z jedna tylko &ciang plasks (I, ..., 8) (rys. 2.22a), silami W, W;, W, 1 W, le-

Rys. 2.21. Przyklad uproszczonej Rys. 2.22. Kratownica o jednej scia-
analizy kratownicy nie plaskiej obecigzona samozréwno-
wazonym ukladem oczterech sit W

zgcymi w plaszezyinie tej Seiany i tworzgeymi uklad réwnowazacey sie. Zatézmy, ze pod
takim obeigzeniem w pretach, nalezgcych do Sciany obeiazonej, pojawiajg sie sily obli-
czone tak, jakby ta kratownica byla izolowana od reszty, podezas gdy we wszystkich
innych pretach sg one réwne zeru. Sprawdimy, czy\przy takim zaloZeniu zachowana
jest réwnowaga kazdego z wezléw. Dla wezléw lezgeych poza $ciang obeiazong, np. dla
wezla 12, jest to rzeczywicie speinione, gdyz zgodnie z zalozeniem Ny, 3 = Nyy 19 ==
=Ny 11=2Nyp,=>Nyps=DNy,=DNy, =0 Dla wezla lezgcego na $cianie plaskiej,
np. wezla 7, réwnanie réwnowagi rzutéw na prostopadla do plaszezyzny $ciany jest tez
spéln.ione. Z zalozenia bowiem N, 3 = N, ; =0, a sily w pretach (7, 8), (7, 2), (7, 3),
(7, 6) i sila W, nie dajg rzutédw na te prostopadla. Pozostajg warunki rzutéw na dwie
osie, lezace w plaszezyznie $ciany, lecz sg one réwniez spelnione, gdyz sity w pretach
obliczyliSmy wlasnie tak, aby te warunki réwnowagi byly spelnione. Wynikiem wiec
rozwazania jest stwierdzenie shusznodei zalozenia wstepnego, co mozna ujaé w reguie 5.

5. Jedli w statycznie wyznaczalne; kratownicy przestrzennej majgcej Sciane plaska,
sztywng samg w sobie, wszystkie obcigienia réwnowaiq sie w plaszczyinie tej Sciany, fo
sily wewngtrzne w pretach nie nalezgeych do Sciany obcigzone] sq réwne zeru, a sily w prefach
dciany wyznacza sie jak dla kratownicy plaskie).

5 Statyka 1 statecznosé
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Wyijaénienia wymaga dodatkowy warunek, aby obciazona Sciana plaska izolowana od
reszty konstrukeji byla sztywna sama w sobie. Przypudémy, e w omawianej kratownicy
pret (3, 7) zostal zastapiony pretem (7, 12). Kratownica jako calo§é jest nadal sztywna,
lecz plaska &ciana staje sig sama w sobie mechanizmem (rys. 2.22b), dla ktdrego niemozli-
we jest wyznaczenie takiego ukladu sil N, aby w plaszezyZnie kraty byly spelnione wa-
runki réwnowagi, a to obala cale rozumowanie.

Rys. 2.23. Statyka kratownicy czteropodluznicowej symetrycznej przy symetrycznym
obcigzeniu
a) szkic konstrukcji; b) okreslenie rzutu i obeiazen Sclany bocznej; c) statyks wezla 8.
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W przypadku symetrycznych kratownic 3- i 4-podtuznicowych* (rys. 2.23a), wyko-
rzystanie zasady jednoznacznodci pozwala w prosty sposéb rozwigzaé przypadek dzialania
obcigzenia symetrycznego (rys. 2.23b). Zrzutujmy mianowieie §ciang boczna tej kratownicy
na plaszezyzne symetrii przenoszae jednoezednie wszystkie sily do niej réwnolegle (tj. P,
H, R). Ten uklad sit jest w réwnowadze, gdyz przez takie przeniesienie trzy warunki
réwnowagi, tj. suma rzutéw na osie x i z oraz suma momentéw wzgledem osi y nie ulegla
zmianie, pozostale zad warunki réwnowagi byly spehione toisamoéciowo. Wyznaczmy
sity N; w pretach tej kratownicy plaskiej i zalézmy, ze rzecaywista wartosé sity w precie
Sciany bocznej N; = N;secy;, gdzie y; — kat miedzy pretem 7 a plaszezyzna symetrii.
Zalézmy, ze sily we wszystkich wykrzyZowaniach $cian gérnej i dolnej sg réwne zeru.
SprawdZmy teraz, czy przy tych zalozeniach bedzie spelniona réwnowaga kazdego z wezldw
kratownicy przestrzennej. Biorac dowolny wezel, np. 8 (rys. 2.23c), obciazony dodatkowo
sila Ty zauwaimy, ze zamiana sily Ng 12 D& sile Ny g0 = = N, 3,12 S€CYg 12 TOWNOZNACZNA jest
z dodaniem sity Ny 1, tgys, 12 prostopadlej do plaszezyzny symetrii, a zatem pokrywajacej
sie z pretem 8-5. To samo dotyczy wszystkich pozostatych sit schodzacych sie w tym
wezle. Obierajge site Ny 5 = Ts-+ O N, tgy;, gdzie sumowanie odnosi sie do wszystkich
pretéw schodzgeych sie w tym wezle ** spelniamy warunek réwnowagi wezla 8 w kierunku
prostopadlym do plaszezyzny symetrii, a pozostale dwa warunki juz przedtem speinilis$my,
dzigki stosownemu obliczeniu sit N;. Poniewaz identyczng wartosé N, 3,5 OfrZymamy z roz-
patrywania réwnowagi symetryeznie polozonego wezla 5, to dowdd spelnienia réwnowagi
wszystkich wezléw przy poczynionych zaloZeniach mozna uwazaé za przeprowadzony.

Jak widaé z powyzszego, przy obcigzeniu symetrycznym pracuja jedynie prety Scian
boeznyeh i rozpérki prostopadle do plaszezyzny symetrii.

2.9. Linie wplywowe dla kratownic

Jak bedzie podane w rozdziale 3, wiele zagadnien statyki kratownic przestrzennych waje sig spro-
wadzié do rozwigzania kratownic plaskich, dlatego tez wyznaczanie linii wplywowych“ng}m?zymy
gléwnie do tych kratownic. Interesowaé beda nas sily wzdluzne w pretach wywolane obecigzeniem ogoél-
nym, gdyz dzialanie obciazenia lokalnego (rys. 2.2) i odpowiadajgce mu linie wplywowe pokrywajs sig
z liniami wplywowymi dla belek (art. 1.6).

Biorae kratownice (rys.2.24) wyznaczmy prawo zmiennosei sil w pretech 1, 2, 3, gdy sila P= 1 kG
przesuws sie po pasie ACB. Sily te najlatwiej wyznaczyé metoda Rittera, prowadzac przekrdj przez te
trzy prety. Musimy przy tym rozrézinié trzy przypadki w zaleznosei od tego, jak polozona jest sila P
wzgledem punktéw & i D czesei pasa, przez ktéry byl przeprowadzony przekréj. Gdy sila P znajduje
sig na lewo od Q{c < ag), wygodniej jest rozpatrywaé prawsa czesé kratownicy obcigzong tylko reakcja
rp = cfl. Wtedy s&y Ny, Ny, Mg (rys. 2.24b) sa réwne:

m= ST ke, my = =% Lk, ny= -2 %E kG/KG. @)
l hl i hy
* Dla kratownic 4-podluznicowych istnieje dodatkowe ograniczenie, aby $ciany gérna i dolna byly
prostopadle do plaszezyzny symetrii, natomiast wykrzyzowania w tych &cianach nie musza byé sy-
metryczne.
** Kat y uwazamy za dodatni, gdy wychodzac z danego wezla pret odchodzi od plaszezyzny symetrii.
Tak wige ¥5,13> 0, ale 95, < 0.

5*
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Rys. 2.24. Linje wplywowe sil w pretach typowej kratownicy plaskiej
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Jesli z kolei ¢ > ap, wygodniej jest rozpatrywaé réwnowage czesei lewej (rys. 2.24c) obcigzonej reakeja
rq = (I —c)fl otrzymujac:

l—c ap+l

7 7 kG/kG . (b)

l—c ap l—c ap

= B kGG, n,= — T hy kGG, ng= —
Wreszcie, gdy sila P znajduje sie migdzy G i D, to rozkladajac ja ne dwie skladowe r¢ 1 rp (rys. 2.24d)
widzimy, ze rozklad ten nie wplywa zupelie na ny, gdy? z warunku réwnowagi prawej czesci wynika
ze sila rp daje wzgledem D moment réwny zeru. A zatem wartosé sily 7, bedzie nadal okreélona wzorem
(a). Inaczej przedstawia sie sprawa z silg n,, gdyZ rozpatrujac réwnowage lewej czesei widzimy, Ze poza
momentem od r4 wejdzie w réwnanie moment sily g réwny —rg(ap—ag). W rezultacie sila

1 [ l—c ap

—¢
Ny = — o~ | —F—OF— p—ag (GF—aG)] ()

A = 0/; M/

Rys. 2.25. Linie wplywowe sil w kratownicy o pasach réwnolegiych
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liniowo zalezy od zmiennej c. Jak latwo sprawdzié dla ¢ = ag i 6 = ap warto$é n, (wzér c) pokrywa sie
odpowiednio z wartoseiami 7, ze wzoréw (a) i (b), co oznacza, ze wykres tworzy linie lamana.
Analogicznie mozna udowodnié, ze lini¢ lamans bez przeskokéw musi tworzyé linia wplywowa n,.
Majae odpowiednie zaleznoéci linie wplywowe (rys. 2.24e, f, g) kredlimy jak dla belek, art. 1.6.
Jesli pasy kratownicy sg rownolegle, to sile w wykrzyzowaniu najlatwiej wyznaczyé w warunku
rzutu na o$ prostopadia do paséw. Tak na przyklad dla preta 4, prowadzac przekrdj przez prety H —K,

4i C—@G, gdy ¢ > ag, mamy z warunku rownowagi lewej czeéci kratownicy

gkad

Ny Sinf—ryg = 0,

ny = {I—c)/lsinf.

Podobnie; gdy sila P jest na lewo od C {¢c < ag)

By =

—cflsing.

(d)

(e}

Wreszcie gdy sila P znajduje sig miedzy C 1 &, to dawodzae jak dlasily n, znajdziemy, Ze n, zmienia
si¢ liniowo w funkeji c. W wyniku otrzymujemy linip wplywowa jako lamang A4’°C’D'B’ (rys. 2.24h).

a) R fe=1
c o oV
[
F 3
I { ]
b) [y 0
4
kratownica 8
gtowna
% £ F
‘Q ar Z
bar ag-tod
c ) 4" h l o I’
TR T8 I
s | @B N n :
F 7 7 « 3 I":
L G
f) 1 P _
£ ac( [4 ‘dc)
E A T
) &F
Y ’ 1
AI B,
) - v ® 4L

A I
—J %a
Aratownica
pomocnicza
¢’ i
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Ngp=Ngp
(g 0
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Nen
’

Rys. 2.26. Linie wplywowe sil w kratownicy laczonej

" 2sinB
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W przypadku szezegblnym, gdy pasy kratownicy sa na danym odeinku réwnolegle, a rozpérki
prostopadle (rys. 2.25), linie wplywowe upodabniaja si¢ do linii wplywowych dla belki (art. 1.6). Tak
wiec sile w pasie 2 otrzymuje sie dzielac rzedne linii wplywowej momentn gnacego belki 4B dla przekroju
C przez odleglosé paséw h. Podobnie dla pasa I rzedne linii wplywowej momentu gnacego nalezy okre-
4li¢ dla D, wzgledem ktérego przy obliczaniu sily n, formulujemy réwnanie réwnowagi momentéw. Dla
sily n, rzedne obliczamy wedlug wzoréw (d) i (e). Podobnie obliczamy linie wplywows dla n,, pamistajac
tylko, Zze kat f = 90°, a punktami zalomu wykresu sa D i F.

W niektérych konstrukejach w celu unikniecia zbyt duzych momentéw zginajscych od obeigzer
lokalnych stosuje si¢ dodatkowe podparcia paséw bezposrednio obciazonych sila przesuwna (rys. 2.26).
Wyznaczenie linii wplywowych nie sprawi trudnosci, jedli potraktowaé te kratownice jako zlozona
w dwdch nalozonych na siebie: giéwnej i pomocniczej (rys. 2.26b). Sily wypadkowe w pretach (a wiec
i linie-wplywowe) sg sumsa algebraiczng sil w nakrywajacych si¢ pretach. Przeéledimy wyznaczenie linii
wplywowej dla preta CG. Dla kratownicy gléwnej linia wplywowsa ”;:G jest linia lamana A”D'B’
(rys. 2.26¢), podezas gdy dla kratownicy pomocniczej — lamana C’'G'D’ (rys. 2.26d). Suma tych dwéch
wykreséw daje ostatecznie linie lamana A”C’'Q’D’B’ (rys. 2.26c), przy czym punkty G'D’i B’ leza na
jednej prostej, gdyz

GG = FF'+G'GF" = ap[l—ap+(2/2))/HL,
a wige rzedna na prostej B'D’.

Podobnie ncg otrzymuje sig jako sume rzednych "é‘H lamanej A’C’D’B’ (rys. 2.26g) oraz "IC’H rzed-
nych linii C'Q’D’ (rys. 2.26h). W wyniku lamana 4’C’G'"D'B’ (rys. 2.26g) jest linia wplywows ncg,
przy czym linia G’D’B’ jest znowu linia prosta. Dla pretéw, ktére wystepuja tylko jako prety kratow-
nicy gléwnej badZz pomocniczej, linie wplywowe okreélone dla odpowiedniej kratownicy sa odpowiedzia
ostateczna. Tak na przyklad ngp (rys. 2.26f) jest obliczone jak gdyby Zadnej kratownicy pomocniczej
nie bylo, a ngp (rys. 2.26h) i ngy (rys. 2.26e), jak gdybynie bylo kratownicy giéwnej. Co sie tyezy sity
ngy, to jest ona réwna pierwszemu skladnikowi ”’CH’ to jest lamanej A’C"D’B’ (rys. 2.26g).

2.10. Analityczna metoda wyznaczania odksztalced kraiownic

W kratownicach statycznie wyznaczalnych obliczenie odksztalcen ma: na celu udo-
wodnié dostateczna sztywnod¢ konstrukeji, tj. wykazaé, ze odksztalcenia nie przekra-
czajg wartodci dopuszezalnych przez obowigzujgce przepisy*.

Wyznaczenie odksztalceri kratownic polega na okrefleniu przemieszozen ich wezldw-
Postepujae wedtug regut art. 1.2 musimy zatem dla wyznaczenia szukanego przemieszcze-
nia jednego z wezléw obciazyé kratownice w tym wezle sila P, = 1 kG dzialajaca w kie-
runku poszukiwanego przemieszozenia. Poniewaz zalozono przegubowe polaczenie pretéw
kratownicy (art. 2.1), to ta sila P, , wywola w pretach kratownicy tylko sily wzdluine
7, kG/kG stale w poszezegblnych pretach. Uwzgledniajac to po podstawieniu do (1.10)
mamy

k
f=$npup, (2.19)

gdzie u, — calkowite wydluzenie prgta p wywolane dowolnymi przyczynami (art. 1.2),
a sumowanie obejmuje wszystkie & pretow kratownicy.

* Przepisy takie istnieja w lotnictwie, budowie déwigéw itd. Tak na przyklad wymaga sie, aby
maksymalne ugiecie mostu suwnicy nie przekraczalo 1 -+~ 2+10~23 [ (I — dlugoéé mostu).
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Jesli przyczyna powstania u, byl jednoezesny wplyw obciazenia zewnetrznego, da-
jacego sity NV, réwnomierne ogrzanie preta (wspélezynnik rozszerzalnoei 4,) o Af, stopni
i blad wykonawezy d,, to

NFlP

T, +A, At 14 d, (2.20)

p =

W szezegllnosei, jesli N, = 0 (p =1, ..., k), a pozostale skiadniki nie s3 réwne zeru,
to wartodé f wedlug (2.19) wyznacza przemieszezenie wywolane samymi tylko bledami
wykonawezymi i ogrzaniem. Samo u, traktujemy jako dodatnie, gdy jest ono wydiuze-
niem sig preta.

Obliczenia odksztalcenn prowadzimy najezesciej w postaci tabelarycznej. Przeéledimy ich przebieg

na przykladzie kratownicy (rys. 2.27a), dla ktérej szukamy pionowego przemieszezenia wezla 6 przy
obeciazeniu @, = 2t, ¢» = 5 t. przekroiach podhuznic 10 cm?, przekrojach rozpérek i wykrzyzowarn

b) c)

N2 4 6854 1kG8

b N2 &
e g @Pdafrko

Rys. 2.27. Wyznaczenie przemieszezenia liniowego
a) obciazenie zewnetrzne: sily wewnetrzne w pretach Ni; b) obciazenie dodatkowe; sily wewngtrzne w pretach ni;
©) obeiazenie dodatkowe; sily wewnetrzne w pretach nf.

5cm? o = 1 m. Zestawiajac dane geometryczne oraz obliczajge sily N, otrzymujemy trzy pierwsze
kolumny tabl. 2.1. Obliczajac nastepnie wp z wzoru (2.20) (Bp = 2-10° kG/em?; Al, = 0; dp = 0)
otrzymujemy kolumne 4. Sily n, (kolumna 5) otrzymujemy jako wynik obciazenia kratownicy silg
pionowa Pyoq =-1kG w wezle 6 (rys. 2.27b), gdy% ona wiladnie odpowiada szukanemu przemieszezeniu
jako sila uogélniona. Wykonanie mnozenia kolumn 4 przez § daje kolumne 6, ktérej sumsa

12

f= Z npup = 0,679 cm ~ 6,8 mm.
1

Suma ta jest szukanym przemieszezeniem pionowym. Dodatnia wartodé f oznacza, iZ przemieszezenie
flastepuje zgodnie ze zwrotem Py,q, a wiee do dohu. Gdybysmy zamiast pionowego przesuniecia wezla 6
cheieli wyznaczyé jego przemieszczenie poziomse, to wprowadzajac nows sile P;o g =1 kG skierowang
poziomo (rys. 2.27c} otrzymujery sily np i nastepnie nyu, (kolumny 7 i 8). Suma
12
F = Zn'pu,, = —0138cm x — L,3mm
1

dajo wartoéé szukanego przemieszczenia poziomego, przy czym znak minus wskazuje, iz przemieszezenie
ma zwrot przeciwny do zalozonego zwrotu P"wd, a wige na lewo.

W nicktérych zagadnieniach potrzebna jest znajomodé wzglednych przemieszezen
wezléw lub obrotéw pretéw. Wyznaczenie przemieszezen tego rodzaju jest mozliwe po
wprowadzeniu odpowiednich sit uogélnionych (art. 1.2). Jedli cheemy wyznaczyé zblizenie
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sie wezldw 21 8 (rys. 2.28a), to przykiadajac w tych wezlach dwie jednostkowe sily P =
= 1 kG dzialajgce wzdluz linii (2, §) otrzymamy % wzoru (2.19) zadana odpowieds. Po-
dobnie, cheage wyznaczyé obrét preta (2, 3) (rys. 2.28b) wzgledem podioza, nalezy pret
ten obeiazyé momentem jednostkowym. Poniewaz jednak zaniedbujemy odksztalcenie
lokalne (odksztalcenie na zginanie samego preta), wiec obeiazenie ogdélne przedstawi sig
jako para sit 1/a kG/kGem przylozonych prostopadle do preta na jego kodcach, Wreszcie
chege wykryé zmiane kgta miedzy pretem (2, 3) i sehodzacym sig z nim w wezle 3 pretem
{3, 9) wprowadzamy dwie jednostkowe pary sit 1/o 1 1/b (rys. 2.28b). Mamy przy tym

U. ) b) = (7l
Paca=1kG t/:"f/a‘} Pa=th
2 /3 4 5 ) 2 3 4 5
7 ] 1 8
k-

2 . i _
@ 11 10 9 g 7 ’2% / 10 9 8 7
b Proa=TkG I N f SN

dod < Pd =}/b R

Rys. 2.28. Jednostkowe uogdlnienie sily odpowiadajgce wzglednym przemieszczeniom
a) lniowe pr i ie wezla 2 wizgled wezls 87 b) obrdt preta 23 wagledem preta 3—9.

pelny analogie z rozpatrzonym w art. 1.4 praypadkiem belki ciaglej. Jedyna réznica
polega na tym, ze zmiana kata miedzy pretami (2, 3) i (3, 9) wynika z podatnoseci pod-
parcia koficéw tych pretéw przez reszie konstrukeji kratowej, natomiast na rys. 1.12
kat wzglednego obrotu jest spowodowany odksztalcalnoscia sasiadujacych belek na zgi-
nanie i podatno$cis podpdr.

Prazyklad liczbowy. Obliczyé kat obrotu preta 18 w plaszezyinie wregi 7-8-9 tréjpodiuZnicowej
kratownicy stalowej (rys. 2.29), jesli Q == 2%, ! == 1 m, przekroje podluinic 4, = 4 cm?, przekroje
rozpérek i wykrzyzowsn 4, = 2 cm?, B = 2-10% kG/cm?.

Rys. 2.29. Wyznaczanie kate obrota preta
a) dane wyjéciowe dla okreélenia odksztalcefi kratownicy; b) obciaienie zewnetrzne; silty wewngtrzne w pretach N i
¢) obeigZenie dodatkowe odpowiadajace katowi obrotn preta I8 w plaszozyZnie wregi 7 —8~—9 jako sita uogélniona.

Rozwiazanie. Obliczmy przede wszystkim sity N, ? wywolane dzialaniem obcigzenia @ (rys.
2.29b). Mozna by tu stosowaé wzory art. 2.5, jednakse prociej dojdziemy do wyniku zauwazajac, Ze
pod dzialaniem @ powstang sily tylko w pretach sciany 1-2-8-7 (patrz rys. 2.21):

Ny= —Nyy=2% Ny= —4t, Ny=DNy,=2y2%
Ny=Ny= —2t Nyuy=0.
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Przechodzac do obliczenis sit n, wywolanych parg sit 1/i (rys. 2.29¢), mamy po zastosowanid WzZordéw
(2.8) i (2.9) przy My = Myoq = 1 kGem i b = h¢ = w32:
Ry=Rp=Rc=0, T4=1Tp="Tc=—Mh=—21V3.
Wstawiajae te wartodei do wzordw (2.10), pray czym ¢ = [, a dlugos$é wykrzyiowan I ]/ 2. okreslamy sily
w pretach pobocznicy. Poniewaz Np # 0 tylko dla pretéw dciany 1-2-8-7, wige przy wyznaczaniu n;
ograniczamy sie tez tylko do tych pretéw. W wyniku:
Ny = My == Ny == Ny = By = Iyg = —2/11/3‘r ”4=ms=2V§/‘V§-

Wyniki powyzsze grupujemy w tablicy 2.2. Stad @ = > npup X 47,2 10~* rad = 0,27°. Dodatnia
wartosé kata wskazuje, Ze obrot ten zachodzi w kierunku dzialania pary sil o jednostkowym momencie.
OBLICZENIE ODKSZTALCEN KRATOWNICY PRZESTRZENNEJT

Tablica 2.2

. 10, 108 K@ ,

Pret [ 4, cm Ny kG om Tp %G om 10%- npup
| |
: i 100,0 4,0 2 060 2,50 -1,157 —2,89
: 3 1000 ! 4,0 —4000 5,00 —1,157 45,78
; |
|4 141,4 g 2,0 2 830 10,00 1,637 +16,37
i 100,0 2,0 2000 —5,00 —1,157 ~ 5718
!
! 10 100,0 4,0 0 [} —-—1,157 0
'
i
| 12 100,0 4,0 -2 000 —2,50 —1,157 2,89
R
113 | 141,4 2,0 2830 10,09 1,637 16,37
|
| 18 000 | 20 —2000 —5,00 —0,578 2,89

\

W niektérych zagadnieniach na odksztalcenia kratownicy wplywa réwniez podatnosé
podpér. Traktujae te podpory jako dodatkowe prety o znanych sztywnodciach ¢ kG/em,
sprowadzamyv w ten snoséh zadanie do nierwotnego. Jesli konstrukeja (rys. 2.30) ma

Rys. 2.30. Uwzglednienie wplywu podatnosci podpér ns odksztaleena
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wszystkie unieruchamiajace ja wiezy podatne, to wprowadzajge szeéé pretéw (rys. 2.30b)
zamocowanych juz do mnieodksztalcalnego podloza, otrzymamy zamiast (2.19)

k b
J= ;npup—f— ;’rquq R (2.21y

gdzie poza pierwszym skladnikiem identycznym jak we wzorze (2.19) wystepuja:

r, — reakeja podpory g-tej (¢ = 1, ..., 6), wywolana dzialaniem obcigzenia jednostko-
wego (rys. 2.30e),

u, — przemieszczenie tej podpory na skutek przyczyn zewnetrznych.
Jesli ta przyezyng zewnetrzna bedzie jednoczesne dziatanie reakeji R, od obeigzenia
zewngtrznego @ i trwale obsuniecie sig podpory lub blad montazowy d,, to

2y == dy+(By/Cy) - (2.22)

Charakterystyczng osobliwodcia, ktéra cechuje odksztalcenie kratownie, jest duzy
wplyw elementéw poprzecznych, tj. rozpdérek i wykrzyzowan, na wielkosé tych odksztal-
cen. Wplywa na to nie tylko fakt, ze belki kratowe sg zazwyczaj bardziej krepe niz belkt
lite, lecz réwniez to, Ze material rozpérek i wykrzyzowan, spelniajgcych te sama role
co $cianka w belce dwuteowej, jest znacznie lepiej wykorzystany niz material Scianki
przy pracy na Scinanie (wigksze o). W rozwiazanej konstrukeji (rys. 2.27) wplyw po-
datnodei wykrzyzowan 2, 5 i rozpérki 6 wynosi ~ 609, wartodci f.

Nie przeceniajac wartodci tego przykladu, trzeba jednak stwierdzié, ze w typowyeh
konstfukcjach wplyw ten jest zawsze do§é znaczny (10--30%) i w rachunkach nie moze
by¢ pominiety. Istnieja zas praypadki, jak np. skrecanie kratownie, gdy wplyw odksatal-
calnodci rozpérek i wykrzyzowan staje sie w ogdle dominujgey (rzedu 709, i wiecej).

2.11. Plan Williota

Analityczna metoda wyznaczania odksztalecert jest niezastapiona dla kratownic przestrzennych.
Dla kratownie plaskich mosna wyznaczyé przemieszezenia metoda wykreslna budujac tzw. plan Williota.
Jest on wygodniejszy niz metoda analityczna, gdyz daje pelny obraz przemieszezen wszystkich wezldw.
Budowe tego planu rozpoczniemy od rozwiazania zadania podstawowego, jakim jest wyznaczenie prze-
mieszezen wezla 3 dwupretowej kratownicy (rys. 2.31). Zakladamy, przy tym, iz pod dzialaniem
sily §; lub innych przyezyn zmiany diugosei pretéw sa u, i 4y, a wezly I i 2 doznaja przemieszczens
o znanych wielkodciach, zajmujae polozema 71’ i 2°.

Poszezegdlne etapy tego rozwigzania sa podobne na rys. 2.31b. Uwazajac naprzéd prety I i 2 za
nieodksztalcalne, przesuwamy je réwnoleglo do polozeri 1’4’ i 2’B’ odpowiadajacych przemieszezeniom
weziéw 11 2. Odmierzajac teraz od 4” i B’ wydluzenia u, i u, (przy czym 1, < 0) mamy dlugosci promieni
{(ly—uy) 1 (§;—u,). Zataczajac odpowiednie luki otrzymujemy punkt 3” jako szukane polozenie weszla 3.
Przeprewadzona konstrukeja wykreslna narysowana jest w przesadzie, w rzeczywistosei bowiem zaréwno
przemieszezenie wezldw 11 2, jak i wielkodel u, i u, sa bardzo male w poréwnaniu do dlugosei 7, il,. U-
prawnua o do zastapienia lukéw prostymi prostopadiymi do 1'4A” i 2'B”, w wyniku czego polozenie
wezla 3 okreslimy jako 3’. Cala konstrukeje wykreélng przemieszezenia wezla 3 mozna odlaczyé od ry-
sunku kratowniey (rys. 2.31c) i wykonaé ja w skali wielokrotnie wigkszej niz na rys. 2.31b. Nalezy
zwrdeld przy tym uwage na zwroty odmierzanych wydluzeni pretéw. Utozsamiajac w mys$li punkt
0 z weziern 3 wyobrazamy sobie jednoczeénie, jake pozycje wzgledem punktu 0 zajma prety I i 2. Po
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-odmierzeniu przemieszczedt wezléw podporowych 1, 2-wydlusenia 4, i %, nanosimy w ten sposéb, ze
kierujemy je na zewnatrz wyobrazonych pretéw, gdy sa one dodatnie, gdy za$ sa ujemne kierujemy je
w glab materialu tych wyobrazonych protow.

Opisane rozwigzanie stanowi punkt wyjdcia zadan bardziej zlozonych. Biorae kratownice (rys. 2.32)
identyczna z rozpatrywang poprzednio (rys. 2.27), konstrukecie wykredlna rozpoczvnamy od wezla 4.

Rys. 2.31. Zadanie podstawowe do planu Williota
a) dane wyjsciowe; b) konstrukeja wykresina rzeczywista i uproszczona; ¢) wyodrebniona uproszczona konstrukeja
wvkreslna.

skala 5:1

(1374

g 7'

Rys. 2.32. Plan Williota dla kratownicy prostej
a) kratownica wysiegnikowa; b) plan Williota dla kratownicy z rys. a.

Poniewaz wezly 1 i 2 nie doznaja przemieszezen, przeto wydluzenia pretéw 14 i u, odmierzamy bez-
posrednio od 0 {rys. 2.32b). Utozsamiajac w mys$li 0 z wezlem £ wyobrazamy sobie, ze pret 3 jest skiero-
wany od 0 na lewo, a pret 2 na lewo i do géry. Poniewaz u, > 0, wige u, odmierzamy na zewngtrz od
wyobrazonego sobie preta 2, a wigc na prawo do dolu. u; < 0 odmierzamy w kierunku osi do wewnatrz
wyobrazonego sobie preta 3, tj. na lewo. Prowadzac z punktéw A i B’ prostopadie do osi odpowiednich
pretéw otrzymujemy punkt 4'. Przemieszezenie wezls £ jest woktorem e Nastepnie wyznaczamy prze-
mieszczenie wezla 3 stwierdzajac, ze znamy zaréwno odksztalcenia pretéw 7 i 6 jak i przemieszezenia
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wezldow 4 1 1 (to ostatme w tym przypadku jest rowne zeru). Zadanie mozna Oy DYIO TOZWIAZAC KIOSLqC
nows konstrukeje, proseiej jednak bedzie gdy wezel 3 utozsamimy w myéli z obranym poprzednio
punktem 0. Powtarzajac konstrukeje z rys. 2.31c stwierdzamy, Ze przemieszczenia wezlow £ i I sg jus
wykreslone (jedno z nich jest réwne zeru), odmierzajac wobec tego z kotiedw tych odeinkéw w; i ug
otrzymujemy punkt 3, a przemieszezenie wezla 3 okreslone wektorem 03" Wydtuzenie u, odmierzamy-
réwnolegle do osi preta I na prawo, gdyz przy utozsamieniu wezla 3 z 0 wyobrazony pret I jest skie-
rowany na lewo od 0, a 4, jest dodatnie. Z tego samego powodu %, odmierzamy do dolu, gdyz wyobrazony
preb 6 jest skierowany do dolu, & u, jest ujemne. Powtarzajae zadanie podstawowe, wyznaczamy z lolei
przemieszczenie wezla 6 majac wszystkie dane wyjsciowe (przemieszezenia wezldw 3 i £ oraz ug i u,)
juz okreslone. Korzystamy przy tym znowu z tego samego punkiu f, kitéry tym razem utozsamiamy
z wezlem 6. Przemieszezenie wezla 6 okreslone jest wektorem —07;’, a wige nastepuje do dolu i na lewo.
Pionows skladowa welktora 06 jesb pionowym przemieszezeniem wezla 6 i przy obranej skali wynosi
0,68 cm. Poréwnujac t¢ wartosé z obliczong w przykladzie (art. 2.10) stwierdzamy zadowalajace zgod-
nosé obu wynikéw. Postepujac analogicznie wyznaczamy z kolei przemieszezenia weztéw §, 8, 7, otrzy~
mujac w ten sposéb kompletny obraz przemieszczen.

W przeprowadzonym przykladzie wyzneczenie przemieszezen sprowadzalo sig do wielokrotnege
powtoérzenia zadania podstawowego (rys. 2.31) dzieki temu, ze znane byly przemieszozenia dwéch sa-~
siednich wezléw bedacych wezlami podporowymi kratownicy. W konstrukeji (rys. 2.33a) wezly podpo-

b)

"R

6”’

pet| 1 | 213 4|56
“om| 0 | 0 |-190 | 100 | 085 |-150

pret] 7189 101
Com (1.58 | 125 |-120 |-1.25 | 190

7'”

Rys. 2.33. Plan Williota
a) obraz odksztalcen przy zaloZeniu poziomego, przesuwania si¢ wezla 6; b) plan Williota; ¢) wykres dodatkowych
wektordw przemieszozet.

rowe 7 i 1 nie lezg obok siebie. Aby zadanie sprowadzié do rozpatrzonego poprzednio zakladamy chwilowo,.
Ze podpors przesuwna znajduje sie w wezle 6 sasiadujaeym z podpors 7. Poniewaz znane jest odksztat-
cenie preta 10, przeto znane jest réwniez przemieszezenio wezla 6, ktére na planie Williota przedstawione
jest za pomocs wektora 06" Z Xolei mozemy wyznaczyé przemieszezenia wezldw 5, 3, 4, 11 2, majac
za kazdym razem do rozwiazania zadanie podstawowe. Otrzymamy plan Williota (rys. 2.33b) (bex
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punktéw 17, ..., 6” i linii kreskowanych) przedstawia wige przemieszczenia wezléw przy wstepnym
zalozeniu. Kratownica w postaci odksztalconej zajmuje polozenie zaznaczone grubszymi liniami (rys.
2.33a). Wezet 1 doznal przy tym przemieszezania 11”7 (rys. 2.33a) na planie Williota 01’. Cheae wige
sprowadzi¢ zadanie do rzeczywistych warunkéw podporowych nalezy obecnie obrécié kratownice jako
cialo sztywne wzgledem wezla 7 o taki kat, aby przemieszezenie pionowe wezla I bylo réwne zeru.
Wezel 1 porusza sig¢ przy tym po lnku kola. Pamietajac jednak, ze przemieszezenia wezléw sa bardzo

a) @
Ve 3 4 4
é 7 =) kratownica
[B 0 5" 89, 3 s N, odksrtalcana
g 3 ® kratownica
7J b <] s o & 5 Arred odksziaiceniem
]\ =7 7|7 5
N N
B 9
7III 7I=7II 8” 8,
\\
AN 1* " 6"
N,
\\\\
2! 2” 3Il
g
) \
N
\ 5" 5" Uy
\\ (2 47 5’\ 4
\ W
y Uy Uy ) o
lnl zln R 0 g, 21 ug Uz \),\
1 3,___(

U=t =up=0

Rys. 2.34. Plan williota
a) obraz odksztalcen przy uniernchomieniu wezia I i poziomym przesunigcin wezla 2; b) wykres przemieszezed pio-
nowych pasa doinego; ¢) plan Williota.

male, mozemy luk ten zastapié odcinkiem prostej prostopadiej do promienia 1-7 == g;. W rezuitacie do
wektora '0_1)’ nalezy dodaé taki wektor m aby suma tych wektoréw byla wektorem poziomym ?'—1.’ =
—:. Aby wyznaczyé rzeczywiste przemieszezenie innego wezla, np. wezla 5, zauwazmy, Ze przy obrocie
kratownicy wezel ten przemiesei sig po prostopadlej do linii 7-§ (rys. 2.33a), a wielkodé tego przemiesz-
czenia bedzie proporcjonalna do promienia gs. Rysujae obrécony o 90° (rys. 2.33c) obraz kratownicy
(przy czym 377”7= ?0) spelmiamy obydwa warunki, gdyz zachodzi proporcja

it o e
51V g = 1T

07y
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& ponadto odeinek W;)jest prostopadty do odeinka -7 na rys. 2.33a. Przemieszezenie rzeczywiste
j': wezla § bedzie réwne sumie wektoréw 0? i 5777’". Sume te mozna otrzymaé przenoszac wykres do-
datkowych wektordéw przemieszezer na plan Williota (rys. 2.33b).

W rezultacie przemieszezenie wypadkowe wezla § jest 5”;’. Identycznie okreslamy przemieszezenia
pozostatych wezléw.

W przypadku gdy kratownica ma wieksza liczbe wezldw, zastosowanie podanego sposobu prowadzi
do niewygodnej konstrukeji wykreslnej, gdyz korekta przemieszezen wniesiona przez dodatkowe wek-
tory (rys. 2.33¢) wymaga odejmowania duzych i bliskich co do wartogei i kierunku wektoréw. Dla otrzy-
mania bardziej zwartego planu Williota celowe jest rozpoczecie kredlenia wykresu od érodka kratownicy.
Rozwazajac kratownice (rys. 2.34a) zakladamy zupelnie dowolnie, ze wezet I jest staly, a wezel 2 ma
moznodé tylko przesuwu poziomego. Otrzymany plan Williota (rys. 2.34¢) daje obraz odksztalcenia
kratownicy zaznaczony grubszymi liniami (rys. 2.34a). Cheac zadanie sprowadzié do rzeezywistych
warunkéw podparcia, przesunmy naprzod cala kratownice réwnolegle tak, aby punkt 7 pokryt sie z 7/,
Ne planie Williota odpowiada to przesunieciu bieguna z 0 do 7’ i wtedy przemieszczenie wezla 5 jest
réwne 7—’57 Obracajac obecnie calg kratownice tak, aby przemieszczenie pionowe wezia 5 bylo. réwne
zeru, musimy od wektora ;’37 odjad wektor 5’_’:7_7, a wypadkowe przemieszczenie wezla § jest réwne 5737 .
Przemieszezenia pozostalych wezléw otrzymujemy jak poprzednio, wrysowujae na plane Williota obraz
kratownicy obrécony o 90°, zredukowany w stosunku odcinkéw 577 : §,7. Tak na przyklad przemiesz-
czenie wezla 3 bedzie przedstawione za pomoca wektora 3”3—’: a przemieszczenie wezla I bedzie réwne
1 ”_0). W przypadku gdy interesujs nas pionowe przesuniecia wezléw, to ich obraz otrzymujemy rzutujac
pionowe skladowe przemieszczert na prostopadle do pasa dolnego (rys. 2.34b). Wielobok 777177275
ograniczony od gory prosta 7'5""" daje wtedy szukang odpowieds.

2.12. Zadania

1. Zaktadajge w 3-pretowsj kratownicy (rys. 2.3) @, = — 6m, y; = 0,2, =2, = 2m, ¥, = —y; =
=4m,z =2, =2, = 8m oraz Qx =541, @, = 9%, @; = 184, wyznaczy¢ sily w pretach metoda wy-
kreélno-analityczna.

2. Powtdrzyé obliczenie kratownicy z zad. 1 metoda wykreslna.

3. Kratownica, o podanych na rysunku 2.3¢ wymiarach, obeiazona jest sila @ = 3 ¢ i pozioms sila
Q" = 5t o dowolnym kierunku. Wyznaczyé ekstremalne wartosei sit w pretach.

~ Wskazéwla. Wyznaczyé najpierw miejsce geometryczne punktéw przebicia linii dzialania wypad-
kowej sity @ z plaszezyzne 1°2”3’, a potem zastosowaé konstrukeje z rys. 2.4.

4. Wysiegnik (rys. 2.35) ziozony z preta OC i dwéch lin odeiagowych 04 i OB obciazono za pomoca
ukladu liniowego sila W o pionowej skladowej P = 6 ¢ i poziomsj H = 0,15 P mogacej mieé dowolny
kierunek. Wyznaczyé ekstremalne wartoéei sit w precie i linach odeiagowych.

5. Zakladajac, iz w poprzednim zadaniu P = const okresli¢ ilokrotnie moze wzrosnaé sila H, aby
w linach OA i OB nie wystapily sily §ciskajace.

6%*. Obciazony pionowa sita @ = 3t i pozioma o dowolnym kierunku sila H = 0,1 Q@ wysiegnik
(rys. 2.36) unieruchomiony jest 6 reakcjami pionowymi B4, Rg, B¢ i poziomymi T4, H,, Hp. Wyzna-
czyé ekstremalne sily w pretach.

Uwaga: Lina weiagarki na odcinku FDE biegnie w plaszczysnie symetrii.

7%, Obliczyé sily w pretach kratownicy (rys. 2.37) utrzymanej w réwnowadze trzema reakcjami
pionowymi Ry, Rp, B¢ i czterema reakcjami poziomymi T4, H4 oraz Ty = T¢, jesli poza podanymi
na rysunku obeiaZeniami dziala w wetle D pionowo do dolu sila Pp = 50 b.

8%, Zuraw (rys. 2.38) zbudowahy z pigeiu pretéw (grubo zaznaczonych) i oémiu lin obcigzono sila
@ = 3% i dowolnie skierowans, sila pozioms H — 0,1 . Biorac pod uwage, iz z dwoch lin (2,6) i (3,7)
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czynna jest tylko ta, ktéra jest rozciagana, wyznaczyé ekstremalne sily w pretach i orzec czy konstrukeis
jest prawidlowa.

Wskazéwka. Obliczyé oddzielnie skutki dzislania sity @ isily H dla § = 0 i sily H dla 8 = 90°,
a potem zastosowaé superpozycje, gdy sily poziome sg Hsinf i H cosp.

9. Bryla sztywna (rys. 2.39) podparta w punktach 7, £ i 3 za pomoca szesciu pretéw jest obcig-
zona sitami P i H. Wyznaczy¢é sity w pretach.

\ koto przebicia
§ W z poztomem

ENAN ]

~
\BI

Rys. 2.37. Rys. 2.38.

10. Wyznaczyé sity w szedciu pretach loza silnikowego (rys. 2.10a,b), jeslia = 1,6m, ¢ = 1 m,
h = 0,8m,! = 1m, asila obeiazajaca @ ma skladowe @, = 2500 kG; Q, = 400 kG, @z = — 2500 kG.

11. Sztywna sams w sobie symetryczng i symetrycznie podparta klatke (rys. 2.40) obciaZono sila
pionowa Pg = 10t isilg pozioma H 4 = 5 t. Wyznaezy¢é sily w pretach mocujacych te klatke do podloza.

12. Udowodnié, ze polaczenie bryly z podlozem (rys. 2.41) ma postaé krybtyezna, pomimo tego, iz
sze$¢ pretéw laczacych nie przecina sie z jedna prosta.

13. W potaczeniu (rys. 2.41) pret (4,10) zamieniono pretem (1,10). Udowodnié, zZe polacZenie to nie
ma postaci krytycznej i obliczyé sily w pretach wywolane przez sile P.

6 Statyka i statecznosé
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Rys. 2.39. . 2.40. Rys. 2.41.

14. 6-Scienna kratownica (rys. 2.42) rozciagana jest wzdluz przekatni (1, 7) sila P, = P;. Traktujge
te kratownice jako laczona z dwéch kratownic prostyeh (1, 2, 5, 4) i (7, 6, 3, 8) wyznaczyd sily w pretach.

15. Kratowy maszt (rys. 2.43) obcigZony w wetle 6, utrzymany jest w réwnowadze sze$cioms reak-
cjami w wezlach I, 2 i 3. Traktujac kratownicg jako polaczenie dwdch kratownic (2, 3, 6) i (I, 4, §)
wyznaczyé sily w pretach.

Rys. 2.42. Rys. 2.43.

16. Obliczy¢ sily w pretach 3-podluznicowej kratownicy pryzmatyczne] (rys. 2.12), jesli wrega jost
tréjkatem réwnoramiennym (¢ = 1 m, h, = 1 m), a obcigZenie zewnetrzne zredukowane do punktu
B ma wartoéei: My = 30tm, Mz = 3tm, Mg =3tm; Tp= 5%, Ty = —3%, Ny =0.

17. W 3-podiuznicowym wysiegniku (rys. 2.11a) gérna éciana (1, 2, 11, 10) jest plaska, wrogi zas sa
trojkatami réwnoramiennymi ustawionymi symetryecznie. Zakladajac, iz wymiary wregi (1, 2, 3) i (4,
5, 6) sa jednakowe (¢ = 1 m, k. = 1,5 m), a wregi (7, 8, 9) inne (¢ = 1,5 m; h, = 2 m) oraz ze dlugoié
grodzi jest jednakowa (I = 2,5 m), obliczyé sily w pretach grodzi miedzy wrega (4, §, 6) i (7, 8, 9). Ob-
ciazenie stanowi sila pionowa P, = 10 4.

18. Obliczy¢ sily w pretach wregi (4, 5, 6) kratownicy z zedania 17.

19*. 3.podiuinicowy most suwnicy (rys. 2.44) obciazony oddzialywaniami woézka utrzymany jest
szescioma reakcjami o podanej wielko$ei. Wyznaczyé sily w pretach grodzi miedzy wregami (4BO)
i (DEF).

20. Obliczyé sily w pretach wregi (3, 4, §) kratownicy z rys. 2.13.

21. W kratownicy (rys. 2.16) zachowujac symetrig konstrukeji powigkszono wrege (4, 6, 7, 8) tak,
iz dlugosé jej boku jest a. Czy ta zmieniona kratownica ma postaé krytyczna ?
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22. W kratownicy (rys. 2.16) zmieniono wrege (5, 6,7, 8) na romb o przekatnej (5, 7) réwnej
4a/3 i (6, 8) réwnej 4a/5. Czy ta kratownica ma postaé krytyczng ?

23. Metodg pretéw zastepezych wyznaczyé sily w pretach masztu (rys. 2.43) rozeiaganego wzdtuz
przekatnej (2, 4) dwoma silami P = 1 t przylozonymi w wezlach 21 4.

24. Zastepujac w plaskiej kratownicy zespolowej (rys. 2.45) prety AR i BC pretami DE i EF wy-
gnaczyé sily w pretach kratownicy, jesli P = 10 ¢t.

25. Czy zamiast podanego w zad. 24 sposobu zamiany nie mozna rozwigzaé tej kratownicy zamie-
niajac tylko jeden pret HF pretem DG?

26. Kratownica (rys. 2.7¢) obcigzona jest tylko jedna sila w wezle 7. Stosujac reguly art. 2.8 wskazad,
ktére prety kratownicy sa czynne.

27. Kratownica (rys. 2.7b) o wregach prostokatnych obcigzona jest tylko jedna sila w wezle 10.
Stosujae reguly art. 2.8 wyznaczyé czynne prety kratownicy.

28. W kratownicy (rys. 2.11b) wskazaé¢ prety nieczynne, jesli obciaZenie stanowia sily P, i Q.

pe-2m W?m —E‘/m

G
P H

\ <—2m—>§<—2m N
S
<
im D—Zm—»llm «4‘

N

D
N

Rys. 2.45

29. Rzeczywiste rozwigzanie slupa 2 kratownicy z zadania 1 pokazane jest na rysunku 2.46. Stosujac
reguty art. 2.8, & w szczegdlnodci zasade jednoznacznosei rozwigzania wyznaczyé sily w pretach tego shupa.

30. Stosujac ulatwienia (art. 2.8) rozwigzaé kratownice (rys. 2.47).

31. Wyznaczyé linie wplywowe sil w pretach CG, GH i HF kratownicy (rys. 2.24a) zakladajac,
iZl=24m, hy = 2m, GC = HF = 3m i 2e kratownica jest symetryczna wzgledem prostej przecho-
dzgeej przez punkt H.

82. Po pasie ABG kratownicy (rys. 2.25) o wymiarach ! =4X3m, 6 =2x3m, h=15m,
przesuwa sig pionowo obeiazenie ciggle ¢ = 2 t/m zajmujace odeinek d = 4 m. Wyznaczy¢ ekstremalne
sily w pretach 7, 2, 31 4.

33. Wyznaczy¢ linie wplywowe sil w pretach kratownicy (rys. 2.26) znajdujacych sie w grodzi
na prawo od preta DF, jeslil = 4x3m, h = 1,5 m.

34. Jak zmienig si¢ maksymalne sily w pretach 7 i 2 (rys. 2.48), gdy zamiast liny odciggowej DF daé
ling DEF laczaca sie z wysiegnikiem za pomocs preta EG. Obcigsenie stanowi przesuwna po pasie BC
sita P =3¢t

35%. Wyznaczyé linie wplywowe sit w pretach B, FH, GH i AI tréjprzegubowego mostu (rys. 2.49),
gdy sila P = 1t przesuwa sig po pasie ABC.

Wskazéwka. Wyznaezyé najpierw linie wplywowe reakeji I'p 1 H.

36. W kratownicy obeiazonej silami Qs i @, (rys. 2.27) wyznaczy¢ zmiane kata migdzy pretami
1 i 5 schodzacymi sig w wezle 3.

37. W kratownicy (rys. 2.29) obcigzonej sila Q wyznaczyé zmiane odleglosei miedzy wezlem 41 9.

38. Wyznaczyé pionowe przesunigcie wezla 6 kratownicy z rys. 2.29.

g
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39. W kratownicy (rys. 2.29) ;vezel 1 zmontowano blednie wysuwajac go o 1 cm w kierunku podluz-
nicy (1, 7). Wyznaczyé obrét preta (7, §) w plaszezyinie wregi (7, 8, 9).

40. W kratownicy (rys. 2.27) podluznice (2, 8) ogrzano o 100°C (4 = 13:10~% cm/em°C). Wy-
znaczyé pionowe przemieszczenia wezla 6 i 8.

41} W kratownicy (rys. 2.27) obciaZenie wynosi @; = 10 t, @; = —5 t. Narysowa¢ dla tej kratownicy
plan Williota.

A Fﬁiy

c §
& -]
g h s
T 1om ©
0 3
ZZH__ gam H—..q’
Rys. 2.49.

42. W kratownicy (rys. 2.33) prety 5, 7 i 9 ogrzano o 200°C (4 == 13-10~* em/em°C). Narysowaé
plan Williota przyjmujac, iz dhagoéé pionowych rozpérek jest 2 m, calkowita zas§ dlugosé kratownicy,
vj. odeinek (2,7), jest 3 X 3m.

43. W stalowej kratownicy (rys. 2.34) Q; = 10t, odleglosé podiuinic h = 2 m, odlegioéé podpér
(7, 5) jest 3 X 4 m, a przekroje pretéw jednakowse i réwne 15 em? Narysowacd plan Williota i wyznaczyé
7 tego planu pionowe przesunigeie wezla 3.

44. 7 planu Williota (rys. 2.32) okreslié zmiane odleglosei migdzy wezlem 4 a § oraz zmiang kata
miedzy pretami 6 i 9.

45. Z planu Williota (rys. 2.33) okresli¢ zmiane kata miedzy pretami 7 i 8, jeéli przyjad, iz odeinek
{3, 5) ma dlugos$é 3 m, a wydluzenia u s takie jak podaje tablica.



3. KRATOWNICE PRZESTRZENNE O SCIANACH PLASKICH

Z uwagi na prostotg wykonania i montazu bardzo czesto przestrzenna kratownica
ma postaé zespotu zlozonego z niewielu tylko plaskich kratownie (Scian). Takie uksztalto-
wanie konstrukeji daje mozliwodé, w poréwnanin z metodami podanymi w rozdz. 2,
-dalszych uproszezen analizy tych kratownic. Poznanie tych uproszezen stanowi cel niniej-
szego rozdzialu.

3.1. Uproszezenia schematu statycznego. Kralownice pozornie niesztywne

Spotykane w rzeczywistodei kratownice skladaja sie czesto z duzej liczby pretdw.
Przeprowadzenie analizy takich ustrojéw w ich pierwotnej postaci nastreczaloby pewne
trudnosei i dlatego celowe jest uproszezenie schematu statycznego. Jedna z takich mozli-
wodcl jest omdéwione w art. 2.8 usuwanie pretéw nieczynnych przy danym lub dowolnym
obciazeniu*. Drugg mozliwodé daje wprowadzenie pretbw zastepczyeh jako elementdw
réwnowainych funkcjonainie danemu rzeczywistemu rozwigzaniu ustroju**, .

Rozwazmy na przyklad kratownice (rys. 3.1a), w ktdrej ze wzgledéw uzytkowych
lub innych &ciane 4BCD rozwigzano jako kratows brame, usuwajge przez to swobodg

c)g

N

Y
©

Rys. 3.1. Wprowadzenie funkcjonalnie réwnowainyeh pretéw zastepezych
a) konstrukc::a rzeczywista; b) konstrukeja zmodyfikowana przez wprowadzenie pretéw zastgpezych; ¢) obciazenie
ciany zastapionej. Praykladowo podane obciaZenia @4, Qp wywoluja sily w kratownicy (rys. b) i nie irzeba jeh
uwzgledniaé w zadaniu‘z TyS, €.

* Tlustracja pierwszego przypadku jest kratownica (rys. 2.21) przy obeciageniu sila R,, ilustrakja
drugiego — zadanie 29 (rys. 2.46), w ktérym przy pominieciu ciezaru wiasnego wszystkie wykrzyibi
wanig i rozpoérki poza pretami wreg w zalomie podiuznic sg zawsze zerowe.

*% Okreslenio ,,prety zastepeze funkcjonalnie’ réini sig od pojecia pretéw zastepezych dla kratow-
nic zespolowych (art. 2.7). Pojecie pierwsze wiaze si¢ gléwnie ze zrozumieniem roli, jaks spelniajy dane
prety lub ich grupa i nie zawsze musi byé wykorzystane de analizy sit w konstrukeji, podezas gdy pojgcie
pretéw zastepezych (art. 2.7) stuzy tylko temu drugiemu celowi.
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przemieszezen wezléw 4, B, ¢ i D. Te¢ samg rolg przy dzialaniu obeigzen @ moglyby
jednak speinié dwa prety AC i AD (rys. 3.1b). Poniewaz ten drugi schemat jest znacznie
prostszy, wygodniej jest prowadzié analize konstrukeji jako calofei tak, jak gdyby te
zastepeze prety AC 1 AD istniaty. Jesli w wyniku tej analizy sily w pretach zastepezych
83 odpowiednio N5 i N¢p, to praejscie do sit w rzeczywistej konstrukeji ciany 4BCD
otrzymamy usuwajgc prety zastepcze i obeiazajac te Sciang sitami Nyp i Npe (rys. 3.1c).
Wypadkowe sity W w pretach takich jak 4B, BC i CD sy algebraiczna suma sity np. N 4p
wynikajacej z analizy zmodyfikowanej konstrukeji (rys. 3.1b) i sity N, wynikajacej
7 rozwiazania wedlug rysunku 3.1c, to jest

Wap = Nap+Nyp. (a)

Natomiast w pretach takich jak AF wypadkowa sila W, jest réwna sile N, wynikajacej
.z rozwigzania zadania wedlug rys. 3.1c, to jest

Wi = Nyg. (b)
Stusznoéé podanej metody wynika z zasady jednoznacznosel rozwigzania (art. 1.5) i re-
guly 5 (art. 2.8). Warunkiem podstawowym jest, aby zastepowana Sciana byla plaska
i prety zastepcze lezaly w jej plaszczyZnie, a obeigZenie zewnetrzne znajdowalo sie poza
obrebem zastepowanej Sciany.

Wprowadzajac pojecie funkcjonalnie réwnowaznych pretéw mimo woli dokonano
myélowego podziatu wezléw i pretéw ustroju na pierwotne i wtérne. W konstrukeji
(rys. 3.1a) stanowigeej fragment wickszego ustroju, jako pierwotne wezly i prety przyjeto
wezty 4, B, C i D, oraz prety 4B, ..., AD (rys. 3.1b), podezas gdy cala konstrukeja
$ciany ABOD w jej rzeczywistym wykonaniu uznana zostala za wtérna. Podstaws tego
podzialu jest rozréznienie roli, jaka spehniaja dane elementy, a mianowicie za elementy
pierwotne uznajemy te, ktére w najprostszy sposéb zapewniaja prawidlows prace kon-
strukeji jako calofei, jako wtdrne te, ktére stanowis modyfikacje ustroju pierwotnego™.

Nawigzujae do wprowadzonego w art. 2.1 podzialu obeigzen na lokalne i ogdlne
utrzymujemy ten podziat i w kratownicach, gdy skladaja sie one z elementéw pierwotnych
i wtérnych. Pod pojeciem obeiazenia ogélnego rozumiemy obeiazenia praylozone w wez-
tach pierwotnyeh np. Q4 i Qg (rys. 3.la). Jeéli obeiazenie przylozone jest do wezléw
konstrukeji wtérnej (rys. 3.2a), to wprowadzajae odpowiednie zerowe grupy sit (analogia
do rys. 2.2), rozdzielamy to obcigzenie na lokalne (rys. 3.2b) i ogdlne (rys. 3.2¢). Poniewaz
sita @ musi lezeé w plaszezyZnie Sciany ABCD**, mamy na podstawie reguly 5 (art. 2.8),
ze przy obcigzeniu lokalnym pracuja jedynie prety tej Sciany.

Kratownice z wprowadzonymi elementami wtérnymi sa z reguly kratownicami pozornie
niesziywnyms, to jest nie speliajgcymi formalnych wymagan (wzory 2.12). Biorago kra-
townice {rys. 3.3) widzsimy, iz wprowadzenie w niej wtérnej konstrukeji §clany ABCD
zamiast jednego preta AC przeksztalca pierwotny tréjkat ADK w wynaturzony ezwo-

* Podana definicja nie jest jednoznaczna, gdyz stowo ,,najprostszy” nie ma w technice znaczenia
absolutnego. R

** Wtérna kratownica ABUD jest plaska, wobee czego przylozenie sily Qp, ktéra by miala duza
skladows prostopadls do kratownicy wywolywaloby zgigeie pretéw, co jest eigzarowo nieekonomiczne
i konstrukcyjnie niedopuszezalne.
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rokat AEDK, a tréjkat HBC w wynaturzony pigciokat. Aby spetnié kryterium (2.12).
nalezaloby dodaé prety kropkowane. Prety te moga byé opuszczone tylko wtedy, gdy
w wezlach 2, F i @ dzialaja obcigzenia lezace w plaszezyinie gérnej Sciany*; a ponadto

Rys. 3.2. Rozdzial obecigzeri na ogdlne i lokalne
b) obciazenie lokalne; ¢) obeigZenie ogéine.

gdy wszystkie prety schodzace sie w weile E, F lub G leza w jednej plaszezyinie (regula
4 art. 2.8). Przy spelieniu tych warunkéw pozornie niesztywna kratownica (rys. 3.3)
moze byé uznana za prawidlows, aczkolwiek takie rozwiazanie zmniejsza z reguly sily
krytyezne (rys. 10.38 i nastepne). Jedli pomimo to czesto bu-
dujemy kratownice pozornie niesztywne (rys. 2.11, 2.13), to
dlatego, iz majg one zalety technologiczne (prostsze wykona-
nie wezldéw plaskich-niz przestrzennych).

Omdéwione uproszezenia schematu statyeznego Iacznie z po-
danymi w art. 2.8 innymi mozliwodciami sg niezbednym wste-
pnym etapem analizy kazdej kratowniey. Dopiero po ich |
przeprowadzeniu mozna przystegpowaé do wiasciwej analizy.
Poniewaz zagadnienie dziatania obcigzen lokalnych (rys. 3.2b)
jest proste do rozwigzania, gléwng nasza uwage skoncentru-
jemy na dzialaniu obeigZen ogolnych.

Rys. 3.3. Eratownica po-
zornie niesztywna

: s s Zaznaezone linia kropkowang
3.2. Kratownice powlokowe. Rozdzial obcigzen prety EX, HF, HG sa myslowo

wprowadzone, aby zado$é uczy-
nié formalnym wymaganiom

W wielu zagadnieniach powlokowe kratownice sztywne sa- catywnodci,

me w sobie (rys. 2.14) majg co najmniej dwie Sciany réwno-

legle, wszystkie za$ pozostale Sciany plaskie (rys. 3.4a). Rozwigranie lakich kratowmic
sprowadza sie do zagadnien statyki kratownic plaskich i tylko jednego zadania przestrzenme-
go, a mianowicie skrecania kratownicy ukladami sit przylotonych w plaszczyznach Scian
réwnoleglych.

* Niewielkie obeiazenie prostopadle, jak cigzar wlasny, moze byé przeniesione przez zginanie pretéw
AED lab BFGC jako belek podpartych na koricach (rys. 2.2).
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Aby udowodnié slusznosé tej reguly, rozwazmy przypadek (rys. 3.4a), gdy obeciazenia
@4, @p oraz reakcje R,, RB,, R, sa wszystkie rownolegle do plaszezyzn réwnoleglych §cian
, 2, 3, $)i (5, 6, 7, 8). Rozkladajac sily @4 i By na skltadowe P,, T, Py, Ty dzialajace
w plaszezyznach poszezegdinych Seian, wprowadzamy w plaszezyznach réwnoleghych
Scian zerowe grupy sit 7, Tg, Py, Py, Ty, Ts. Analizujac jedny z grup sit zlozong z T,
i kropkowanych T, 7'y, dobierzmy wartosci tych ostatnich tak, aby te trzy sily tworzyly
uklad sil w réwnowadze. Wydzielajac na zasadzie superpozyeji z pierwotnego zadania
ten ukiad trzech sit widzimy, iz spelnia on wszystkie warunki reguly 5 (art. 2.8). Wynika

Rys. 3.4. Pierwszy wariant obeiazenia kratownic powlokowych
a) kratownica z réwnolegtymi Sciapami (, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8); b) obciazenie pozostajace po wydzieleniu zadan plaskich.

stad, iz pod dzialaniem sity T, oraz kropkowanych sit T, i 7'; pracuja jedynie prety
plaskiej sciany (2, 3, 7, 6). Powtarzajac to samo rozumowanie dla grupy sit Py, Pp
i kropkowanyeh sit P,, P, oraz dla grupy T'p i kropkowanych sit Ty i T, wydzielamy
dwa nastepne zadania statyki plaskich scian (3, 7, 8, 4) i (I, 4, 8, ). Pozostaly po wy-
dzieleniu tych plaskich zadan uklad sit (rys. 3.4b) sklada si¢ z dwéch grup przylozonych
w plaszezyznach Scian réwnoleglych. Uklad ten musi byé w réwnowadze, gdyz kazdy
% wydzielanych z pierwotnego zadania trzech plaskich ukladéw sit byt w réwnowadze.
Wynika stad, iz wypadkowa grupy sit Ty, Bs, T,, P, i R, jest réwna zeru, w przeciwnym
bowiem razie wypadkowa W tej grupy nie moglaby byé zréwnowazona przez druga
grupe* (T, B,, Ty, Pg). To samo vice versa dotyczy grupy sit Ty, By, T's, Ps. Jedli po-
nadto wypadkowy moment jednej z grup sit jest réwny zeru, to kazda z nich tworzy
uktad sit w réwnowadze spelniajacy warunki stosowalnodci reguly 5 (art. 2.8) i wiedy
mamy dwa dodatkowe zadania statyki Seian plaskich. Jeéli tak nie jest, to wypadkowy
moment M, jednej grupy sit zréwnowazony jest takim samym momentem drugiej grupy
i wtedy mamy przypadek przestrzennego obecigzenia kratownicy momentami skrecajacy-
mi jedna Sciane wzgledem drugiej réwnoleglej.

* Nie bylby spelniony warunek réwnowagi momentéw wzgledem dowolnej prostej lezacej w plasz-
ezyznie (5,6,7, 8.
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W identyczny sposéb dowodzi sig slusznodei reguly w przypadkach obcigzen sitami
prostopadlymi do réwnoleglych Scian kratownicy (rys. 3.5 i 3.6). Pozostawiajac pierwszy
z nich (rys. 3.5) do analizy czytelnikowi, oméwmy pokrétee drugi (rys. 3.6). Wprowa-
dzajac mianowicie (rys. 3.6a) w $cianie (I, 4, 8, §) sily P, tgy’, P, tgy’ i pare sit R =

Rys. 3.5. Drugi wariant obcigzenia powlokowej kratownicy pryzmatycznej
a) kratownica obcigiona sitami Q,, Q; i reakcjami Rs, R, Rio, Wszystkie pozostale sily sa wprowadzone w trakcie
analizy; b) skrecanie kratownicy po wydzieleniu zadan piaskich.

Rys. 3.6. Drugi wariant obciazenia powlokowej dowolnej kratownicy
a) kratownica z prostokatnymi $cianami réwnolegtymi obeiaZona grupami sit P, I P, prostopadiymi do tych scian;
wszystkie sily kropkowane sa wprowadzone w trakeie analizy; b) geometria rozwazanej kratownicy; ¢) skrecanie.

= (Pob,—P,b,)/l widzimy, iz tak wyodrgbniony uklad sit przedstawia zagadnienie plaskie.
Wyodrebniajac w podobny sposéb drugi uklad plaski na $cianie (2, 3, 7, 6) pozostals
reszte (rys. 3.6¢) rozpoznajemy jako skrecanie kratownicy momentem M,

M = Bhy—P, (th"‘l‘th’")IH = Rhy—P,(tgy’ +tgy")bs.

Zauwazajac za$ (rys. 3.6b), ze tgy'+tgy’’ = (hy;—hy)/l, mamy ostatecznie
Me = (Poboh‘l '—P1 b1 h«))/l- (a’)
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Wreszcie w przypadku dzialania obeigzeni prostopadlych do réwnoleglych $eian i przylo-
Zonych w dowolnych wezlach kratownicy (rys. 3.7), wprowadzenie zerowych grup sil
Ty, Ty, T, i sit Q w wetle 4 pozwala na kolejne wyodrebnienie trzech zadan plaskich
{rys. 3.7b, c) i zadania analogicznego do rozpatrzonych poprzednio (rys. 3.5, 3.6), gdy
obcigzenia prostopadle dzialaja tylko w wezlach jednej z plaszczyzn.

Rys. 3.7. Redukeja dowolnego obecigzenia silami réwnoleglymi
a) ukiad obciazed @, Ry, R, Ry prostopadtych do Sciany (1, 2, 3, 4); b), ¢) plaskie zadania sktadowe; d) zadanie zre-
dukowane. Dla prostoty w rysunkach opuszczono wykrzyZowania.

Poniewaz kazdy uklad sit mozna sprowadzié do rozwazonych poprzednio przypadkéw
prostszych, dla ktérych stwierdziliémy stusznoéé sformulowanej na poczatku tego artykuiu
reguly, widzimy, iz jedynym zagadnieniem wymagajacym rozwiazania jest tylko zadanie
skrecania. Analiza tego przypadku podana jest w art. 3.3.

3.3. Skreecanie kratownicy powlokowej

Rozpatrzmy jednogrodziows powlokowa kratownice, w ktérej réwnoleglymi Scianami
83 wregi (rys. 3.8), poddana dzialaniu dwdeh par sit Pa = P’'b dzialajacych w plaszczyz-
nach tych wreg. Wyznaczmy naprzéd sity w pretach pobocznicy. W tym celu rozwazmy
réwnowage jednego z wezléw, np. wezla 2. Zakladajac, ze N, , > 0, zauwazmy, e wy-
padkowa W, z sit N, ; i N, ; musi leze¢ w plaszezyinie wregi przedniej, inaczej bowiem
nie moglaby zréwnowazyé sily W, wypadkowej z sit N, , i N, ;. Obydwie wypadkowe
muszy dzialaé zatem wzdluz krawedzi przeciecia sie plaszezyzn (7, 2, 6) i (1,2, 3, 4).
Kraweds ta jest réwnolegla do (6, 7), gdyz obydwie wregi sa réwnolegle. Rysujac teraz
A7, 2,6 (rys. 3.8b) i nanoszgc na nim sity widzimy z podobienstwa tréjkata sil i tréjkata
pretéw, ze:

N2.7ﬂ2.7 = Nz.s/lz,q’

a ponadto jesli N, , > 0, to N, ¢ < 0. Przechodzac do wezla 6 i prowadzae podobne roz-
wazania dostajemy zaleznogé

Nz,s/lz.s = Nl,s/ll.s:
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przy czym skoro N, ¢ << 0, to Ny ; > 0. Identyczne postepowanie prowadzi do wniosku,
%e przy skrecaniu dla ezynnych pretdéw pobocznicy stosunek wartoSei sit do diugosei
preta jest staly

Ny, 2fls,7 = Naglle,s = Ny o/l s = - = Nifl; = pp kGfem, 3.1)
gdzie y — nieoznaczony na razie wspdlezynnik proporcjonainosei.

Zastrzezenie, ze wzor (3.1) stosuje sie tylko dla pretéw czynnych wynika stad, Ze
niektére prety moga byé zerowe. W rozpatrywanym przykladzie takim pretem jest pret
{4, 9), co wynika z reguly 4 (art. 2.8). Zauwaimy dalej, ze prety czynne tworzg na poboez-
nicy zamkniety obieg. Znaki sit w pretach idaecych po sobie w tym obiegu sa zawsze
przeciwne. Tak wiee zalozenie N, , > 0 wyznacza od razu znaki pozostatych sit: ¥V, ¢ < 0,
N, ¢ >0, Ny 5 <0, N5 4 > 0itd., przy czym koicowy pret tego obiegu (N , < 0) spotyka
sig¢ znowu z N, , > 0.

Przechodzac do obliczenia wspdlezynnika u, poprowadimy przekrdj przez prety po-
bocznicy i napiszmy réwnanie réwnowagi momentéw wzgledem osi prostopadiej do
plaszezyzny wreg dla jednej z odeigtych ezefei (rys. 3.8¢). W to réwnanie réwnowagi
wehodzié beds tylko momenty od sktadowych sit N réwnoleglych do plaszezyzny wregi,
tj. N’. Jedli B, , jest katem miedzy N, , a plaszczyzna wregi, to Ny , = N, ; c0sfs, ;. Ko-
rzystajac jednak z zaleznogei (3.1) mamy:

Noz = paly,7 €080, 5 = ly 7,
gdzie I ; — dtugesé rzutu preta (2, 7) na plaszezyzne wregi. Moment sily N, , wzgledem
obranego punktu § wynosi
M7 05,7 = U2F, 5 7,

gdzie Fy 5 , — pole A0,2,7 na plaszezyZnie wregi. Sumujae podobnie obliczone momenty
od wszystkich pozostalych sit wewnetrznych, mamy

2/1(Fo.2.7+Fo.z,s+Fo.s.1+ e T Fo5,7) = 2;41",

gdzie F — pole figury zakreskowanej na rys. 3.8¢ ograniczonej rzutami czynnych pretéw
poboceznicy. Ten moment od sit wewnetrznych musi byé w réwnowadze z momentem
pary M, = Pa, skad

M,
b= (3.2)

Dodatnia wartoé wspdlezynnika g wynika stad, Ze przy obranym znaku sil wewnetrz-
nych moment ich ma zwrot przeciwny do zwrotu momentu pary M,. Wzory (3.1} i (3.2)
noszg nazwe wzoréw Wagnera, a sam przypadek skrecania kratownicy jednogrodziowej —
nazwe zadania Wagnera.

‘Wartosé pola F wyznaczamy na 0gél wykreélnie z rysunku rzutu kratownicy. W nielicznych przy-

padkach mozna podaé wzory analityczne, na prayktad dla kratownicy (rys. 3.6) pole F figury zakresko-
wanej na rysunku 3.6b jest

F = 0,5(b1hg-+b5hy) . (a)

Analizujac bardziej szezegdlowo sposéb okreslenia wartoSoi F (rys. 3.8) widzimy, ze:
a. Pole # zaleiy na ogél od ksztaltu dcian réwnoleglych i od ukladu pretéw pobocznicy.
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b. Rozsuniecie lub zblizenie do siebie cian réwnoleglych nie zmienia wartoéei F, natomiast zmienia.
sily w pretach.

e. W kratownicy pryzmatyezne;j (rys. 3.5) pole F jest rowne polu $ciany réwnoleglej (7, ..., §) i nie
zalezy od ukladu wykrzyzowar.

9

N8
2
"5
7
7
Yo
A 8
N28
2
)
wiii5-6
w1 6-7
Wail 5-8
w1 7-8

Rys. 3.8. Skrecanie kratownicy jednogrodziowej
Czgsé kratownicy zaznaczona na rys. ¢ gruba linia jest ta. dla ktérel rozpatrule sie réwnowage.

W niektérych przypadkach przy okreSleniu pola F napotykamy na dodatkowa trudno$é. Biorac
przykladowo kratownice (rys. 3.6), gdy kat 9 < 0, otrzymujemy obraz jej rzutu (rys. 3.9a), na ktérym
pole I ograniczone czynnymi przy skrecaniu pretami ma petle w punkeie a. Jesli wyciaé myélowo wrege
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(1,2, 3,4) i zalozyé, ze przy podanym obeciazeniu para sil P, = P, sila N, jest Sciskajaca, to rzuty po-~
zostatych sil muszg tworzyé obieg zamkniety (rys. 3.9b). Momenty sit N: , N; y s N;
2uF,5,:,  2Foe,1,  2F06,25 s 2UFg4;
sa z wyjatkiem momentéw sit N,; iN ; jednakowego znaku.
‘Warunek réwnowagi

2u(Fy 0,0+ F1, 0,6+ Fo,0,0+F2, 0,5 Fr,0,5+ Fs,0,6— Fs, 0,4+ F0,5) = M = Pib,
daje w rezultacie
_ M, M,
TV PP N T

69 b=09m_ 045m
v 2 3 2 3
§ e
T N &
ol 7 i
S 2 Al 7
‘ M, //// T 7 4,
g 7
o~ \, ]
] 2N
VN
N,
5 8 &
-1~b2=],8m —at

Rys. 3.9. Okredlenie pola ¥

Wynika stad regula. W celu obliczenia pola F' na rysunku rzutu pretéw pobocznicy na plaszczyzng
wreogi obieramy zwrot obchodzenia ciagu pretdéw. Pola, kidérych obejscie jest zgodne z przyjetym zwro-
tem, uwazamy za dodatnie, pola, ktérych obejicie jest odwrotne — za ujemne. Tak wiec na rys. 3.9¢
pole Fy 4 .0,4,3,4,5,1> 0, pole Fy ; 3 < 0. W danym przykladzie F wynosiz

F = by 40,5 (by—by) by 4 0,50,5; —0,50,b; = (byka+5yh)[2 ®)
a wige zachowuje warto$é jak poprzednio (wzdr a).
Majac wartodei sit w pretach pobocznicy mozna wyznaczyé sity w pretach wreg,
Wrega przednia (rys. 3.8d) znajduje sie pod dzialaniem pary zewnetrznej i wypadkowych
Welk=1,..,4)

Wy = pls 5, W, = 2SS Ws = ﬂl7,s > W,= uls g s (3.3)

gdzie I;  — diugosé odeinka na tylnej wredze miedzy wezlami 5 i 8 Ten ostatni wzodr
wynika stad, ze w weile 4 jest IV, o = 0, wobec czego wypadkowa z N, 5 i NV, ; jest réwno-
legla wiadnie do odeinka (5, 8). Jeszcze raz trzeba tu podkreslié, ze wypadkowe W, sa
réwnolegle do odpowiednich bokéw wregi przeciwleglej do tej, ktérej réwnowage roz-
wazamy. Majae uklad sil dzialajacych na wrege, wyznaczenie sil w jej pretach przepro-
wadzamy, rozwigzujae kratownice plaska.
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Dla kratownicy (rys. 3.6¢) obciazonej momentem M, (wzér a art. 3.2) otrzymujemy z wzoru (3.3}

uklad sit W,,...,W, (rys. 3.10), gdzie u ma wartosé

# = M;[2F = (P3byhy— Py b hy)[2F1, (e}
a F wyrazone jest wzorem (a). Rozwiazanie wreg daje nastepujace wyraZenia analityczne sil N, i N,
odniesionych od odpowiednich diugosei I, i I, (rys. 3.10)

1y = Nyifly = (Pyypia—Paysal/ 1, 1

ny = Nyfly = (Pays,s—Pr1s,0)[1» J
gdzie I — dlugosé kratownicy (rys. 3.6), a bezwymiarowe wspélezynniki* ¢ (wazne tylko dla podanego
na rys. 3.10 ustawienia wykrzyzowan) sa:

(3.4)

P12 = b03hef2F , g = 1=, Y= by [2F , } @
Ya,p = 1=y,
Ptgr” 2
) 7
N L
{
| |
| T
I > |
| g |
AV NZ t
\ \
\lg R=(Pb,~Ab)/t N t
N ~{P0; rr)/ . llﬂ/h:%
by = S
htgy Atgy’ " “b; ) ;\i £
Ptgy {}Pztﬁ'

Rys. 3.10. Przyklad rozpatrzenia statyki wreg kratownicy z rys. 3.6e

Kat skrecenia @ kratowniey zdefiniowany jako wzgledny kat obrotu $cian réwnoleglych
nie jest okreslony jednoznacznie, z uwagi na odksztalealno$é pretéw tych Scian. Odksztal-
calnodé te mozna jednak niekiedy pomingé i zalozyé, ze dciany réwnolegle sg nieskon-
czenie sztywne. Postepujac wedlug ogdlnych regul (patrz rys. 2.29), przykladamy do
réwnoleglych $cian momenty skrecajace m; = 1 kGem, wywolujace w precie ,,p"” sile
n, = 1,/2F. Obcigzenie zewngtrzne wywoluje w tymze precie site N, = M,l,/2F i wydlu-
zenie u, = MJZ/2FA E. Podstawiajac do wzorn (2.19) powyisze wyrazenia mamy kat
skrecenia @ (w radianach)

M, B
W 4 4,
gdzie sumowanie obejmuje wszystkie czynne prety pobocznicy. W przypadku szezegdl-
nym konstrukeji pryzmatycznej (rys. 3.5), w ktérej wszystkie podluinice i wykrzyzo-

wania 83 czynne
M Pk 4
O =_"|1+ , (@
45 F24 Ay cos®f
* To wspélezynniki wplywowe y przedstawiajg skutek dzislania odpowiednich jednostkowych
obeigzen, przy czym pierwszy wskaznik odnosi sig do elementu (preta), drugi oznacza miejsce (wrege)
przylozenia sity P, lub P,.

D = (3.5)
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przy czym zakladamy, iz réwnolegle $ciany sg wielokatami réwnobocznymi (@ = b =
= ¢ = ...), przekroje podluinic 4 i wykrzyiowan 4, jednakowe, § — kat miedzy po-
diuznica (np. I, 6) a wykrzyzowaniem (I, 1), a % — liczba écian (na rys. 3.5 k = 5).
Wzér (e) ilustruje dobrze wniosek (art. 2.10) o wplywie wykrzyzowah na odksztalcenia.
Jesli zatozymy Aj4; =3, § = 45° to drugi
skladnik w nawiasie przedstawiajacy wplyw
wykrzyzowan wynosi ~ 8,5, a wiee stanowi
~ 909, wartosci calego nawiasu. Wynika stad,
iz w kratownicach sztywnos$é na skrecanie uzy-
skuje si¢ przez odpowiednie zwymiarowanie
przekrojéw wykrzyzowan.

Wykorzystujae oméwione zadanie Wagnera
mozna rozwigzaé przypadek skrecania powlo-
kowej kratownicy wielogrodziowej, w ktorej
skrajne wregi sg do siebie réwnolegle* (rys. 3.11).
Traktujac uktad pretéw w $cianach boeznych
jako konstrukecje wtorne (art. 3.1), wstawiamy
zamiast nich prety zastgpeze (rys. 3.11b). Obli-
czywszy dla tak zmodyfikowanej kratownicy
warto§é u (wzoér 3.2) i sily we wszystkich pre-
tach jej poboeznicy (wzér 3.1), wyznaczamy
sily w pretach rzeczywistej kratownicy, obeia~
zajac kazdg ze Scian plaskich sils panujaca w
zastepozym precie (rys. 3.11c). W omawianym
przypadku sity w pretach zastepezych (2, 5),
(3, 6), ... sg Sciskajagce i réwne odpowiednio
—ply 5, —uls g, ... Tymi sitami trzeba wige ob-
ciazyé Sciany bocezne (1, 2, 5, 6), (2, 3, 7, 6) pel-
niace role zastepezych pretéw. Tak obliczone
sily sa jednoczesnie sitami catkowitymi dla wy-
krzyzowan i rozpodrek cian bocznych, natomiast
w podiuznicach sity wypadkowe sg suma trzech
skladnikéw, tj. dwoéch pochodzacych z rozwig-
zania §cian boeznych i jednego pochodzacego
z rozwigzania kratownicy z pretami zastepezy-
mi. Tak na przyklad dla odeinka podiuinicy (9,
10) (rys. 3.11¢)

Ny 10 = Ny 10+Ng 10+l g

Okreglenie sit w pretach wreg jest ostatnim etapem obliczenia. Otrzymawszy ostateczne
wartosoi sit w pretach (2, 11) i (2, 9) wyznaczamy ich oddzialywanie W, na wezet 2 i po-

Rys. 3.11. Skrecanie kratownicy wielo-
grodziowej o §cianach plaskich

* Wregi posrednie moga byé zorientowane dowolnie.
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dobnie na pozostale wezly przedniej wregi, a nastepnie rozwigzujemy te wrege jako kra-
townieg plasks. . A B

Opisany sposéb postgpowania pozwala rozwiszaé kazdy przypadek skrecania kra-
townicy o plaskich §cianach bocznych i wregach skrajnych réwnoleglyeh do siebie. Nalezy
jednak zwrécié uwage, ze rachunki muszg.byé przeprowadzone bardzo dokladnie, gdys
wyniki ostateczne dla pretéw podiuznic otrzymuje sie jako réinice dwéch duzyceh i bliskich
siebie wielkogcl. Z tego powodu, tam gdzie to jest mozliwe, poslugujemy sie sposobami
dajacymi odpowiedZ bezpoérednis. Taka mozliwodé zachodzi dla wielogrodziowej kra-
townicy pryzmatyeznej lub ostrostupowej o réwnoleglych do siebie wszystkich wregach
skrajnych 1 podrednich (rys. 3.12). W fakiej kratownicy obcigionej skrecajgeymsi momentami
w plaszczyinie wreg skrajnych kazdg z grodzi moina obliczad oddzielnie (zadante Wagnera).

NN

v*mﬁ‘w

’

Rys. 3.12. Kratownice z uproszczong snalizg skrecana
a), b) wielogrodziowe kratownice, pryzmatyczna i ostrostupows, O — wierzeholek ostrosiupa; ¢) geometria grodzi IT
i okreslenie pola Fu, pole A 104 = 0,5k, (kb;) = k& (pole A 104),

A oto dowéd. Biorae kratownice ostrostupowa (rys. 3.12b) obliczamy wartosé puyy = Mg/2Fyyipn =
M/2F ;1 dla kolejuych grodzi II i I1I. Z rzutu wreg (1, ..., ) i (7', ..., £) (rys. 3.12¢) wynika, iz pole
Fiy =k F, gdzie & >> 1 — stosunek dlugosei odpowiadajacych slementéw obu wreg (bokéw, promieni),
a F — pole wregi (I, 2, 3, 4). Analogicznio pole Fpyy = ¥ F, gdzie k' < 1 — stosunek diugosci odpo-
wiadajacych elementéw wreg (17, 27, 37, £} i (1, 2, 3, 4). W wyniku otrzymujemy

par = M2kF,  ppyy = M/2K'F .

Wyznaczajac reakeje pretow (2°, 3) i (8, 3) na wezel 3, a pretdéw (2, 37)1i (2, 2) na wezel 2 wedlug wzo-
réw (3.3), otrzymujemay

Ws = pnler, = prpklys = Ml 5[2F,

Wy = pynslor, g0 = pppi&’la,s = Msly of2F .

Btad wynika, iz pret (2, 3) znajduje sip w réwnowadze, gdyz sily W, — W, sa przeciwnie skisrowane.
Ten sam wynik otrzymamy dla pozostalych pretéw wregi (1, ..., 4). Wynika stad, iz wrega ta bedzie
w réwnowadze pomimo tego, iz jest ona niesztywna. Ten sam dowdd mozemy przeprowadzié dla wszyst-
kieh wreg niesztywnych. Tak wiec przy podanym sposobie obliczania sit zachowana bedzie réwnowaga
wszystkich elementéw, a stad na podstawie jednoznacznosci rozwiagzania wnioskujemy o slusznoéei
reguly. Dowdd slusznofei reguty dla kratownicy pryzmatycznej wynika od razu jesli zalozyd, ze punkt
O {rys. 3.12b) oddala sie do nieskoriczonosci.
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Powyisza regula nie moze byé stosowana do kratownie, ktérych podluinice zbiegaja
gie na klin.

Nalezy réwniez podkreslié, ze wszystkie te rozwazania dotyeza kratownie o éeianach
plaskich. Z punktu widzenia merytorycznego, bledne jest stosowanie tych rozwigzan do
przypadku, gdy podluznice wielogrodziowej kra-
townicy sg skodne wzgledem siebie, gdyz wtedy
Sciany nie sg plaskie (rys. 3.13).

Przyklad. Wyznaczy$ sily w pretach 1, ..., 18 tréjgro-
dziowej kratownicy ostrestupowej (rys. 3.14), obciazonej
dwoma parami sil przylozonymi we wregach poérednich.

Rozwigzanie. Wprowadzajac zerowe uklady
sil, rozdziclamy zadanie na dwa, z ktérych pierwsze
(rys. 3.14b) jest zlozeniem czterech zagadnien plaskich,
podezas gdy drugie (rys. 3.14c) jest zagadnieniem skreca-
nia kratownicy wielogrodziowej momentem M = Paf4.
Rysujac w kiadzie te kratownice plaskie (rys. 3.14d), do
ktérych nalezg interesujace nas prety (z wyjatkiem 10),
rozwiazujemy je metods Rittera, otrzymujac odpowiedZz Rys. 3.13. Przyklad kratownicy wielo-
podang na tym rysunku. Przechodzgc do rozwiazania  grodziowej o prostych podluznicach,
przypadku skrecania (rys. 3.14c) zauwaimy, ze dzieki lecz nieplaskich fcianach. Dla wigksze]
ostrostupowemu uksztaltowaniu kratownicy moina obli-  przejrzystosci rysunku nie narysowano
czyé sily stosujac wzér Wagnera do kazdej z grodzi od- wykrzyzowan &ciany dolnej i tylnej
dzielnie. Powierzchnie pola F sq (patrz rys. 3.6b i wzér a)

Py =506 = 3,33 m?, Py =5¢%9 = 2,22m?, Py = a3 = 1,33 m?,
skad przy M; = Paf4 == 5 tm mamy:
dy = M 2F; = 0,75 /m, pp = M/2F; = L13%/m, gy = M;{2F 1 = 1,87 t/m.

Biorac z rys. 3.14d dlugoéei J; otrzymujemy (wedlug 3.1) wartosei sit w interesujgcych nas pretach
(rys. 3.14c) z wyjatkiem preta 4.

Na oméwienie przy tym zasluguje wyznaczenie sit w pretach 6 i 8. Otdéz rozpatrujse réwnowage
wezla 6 w plaszezyinie Sclany boeznej mamy (rys. 3.14c), iz od strony grodzi I dziala nad wypadkowa
W = pyl, 3 = 0,75- 2 = 1,5 t skierowana do gory, podezas gdy w wezle 7 w tejze scianie W’ = py1l,,1y =
1,13-1,33 = 1,5 t skierowana do dolu. Tak wiec pret 6 laczacy wezly 6 i 7 rozeiagany jest sila 1,5 ¢,
co podano w odpowiedzi. Czytelnikowi zostawia, si¢ przeprowadzenie takiej analizy dla preta 8.

Pozostaje obliezenie sil w pretach 70 i 4. Rysujac wrege przednia (rys. 3.14e) z dzialajacymi na nia
obcigzeniami 2/3P; 1/3H i oddzialywaniem W = pujl; 4 = urls,» = ... = 1,25 t, stwierdzamy, iz wrega
jest w réwnowadze. Rozwiazujac ja jako kratownice plaska mamy Ng = 2P[3 =6,7t, N, 3 = —7,7t.
Zestawiajac poszezegélne wyniki mamy tabl. 3.1 (sily w tonach).

Z przykladu tego wynika, iz przylozenie momentu skrecajatego w niesztywne) wredze statyocznie
wyznaczalnej kratownicy powoduje duzy wzrost sil. Gdyby usunaé prety (1, 3) i (13, 15) wstawiajac
je we wregi obciazone, to calkowite sily w pretach 2 i 7 bylyby réwne wartodciom wiersza trzeciego,
tj. bylyby 2,3 t oraz — 2,8 t zamiast 23,0 t i — 6,5 t, a wszysuvkie prety pobocznicy w grodziach I i III
bylyby zerowe. Tak duzy wzrost sily powoduje réwniez duzy (kilkakrotny) wzrost odksztalceri. Daje
to wskazdwke praktyczng, aby w tego rodzaju obciazeniach usztywniaé te wregi, w kiéryeh wprowadza
sig momenty skrecajgce.

Wiynika stad rowniez przestroga dla prowadzacych obliczenia, a mianowicie, ze w przypadku wpro.
wadzenia momentu skrecajacego w plaszezyZnie wregi niesztywnej naleiy najpierw zredukowsaé mo-
ment dia wreg skrajnych i potem dopiero stosowaé wzdér Wagnera.

7 Statyka 1 statecznosé
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Wit 10
23H
8 380t 10 +51t u
15
1P

Rys. 3.14. Przyklad liczbowy kratownicy wielogrodziowej plaskosciennej

ROZWIAZANIE KRATOWNICY PLASKOSCIENNEJ WIELOGRODZIOWET
Tablica 3.1

Pret nr I 1 1 2l 3| ¢« 5| 6] 7] s l 9 | 10
$ciana gorna 50 141271 0 — - - —_ — — —
Sciana boezna 0 8,0/ 5,1 —6,7| +10,3| —8,1| --3,71 +2,5! —35,8 -
skrecanie 1,5 2,3 3,7 46,7 —2,1i +1,5 —2,8 +1.9 —44 | 7,7
calkowite N (t) 8,5 | 23,0 88 0 8,2 —6,6/ —6,5 4,4 —10,2 —7,7
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3.4. Kratownice z 4 lamanymi- podiuznicami

Poza kratownicami o wszystkich Seianach plaskich (art. 3.2=-3.3) bardzo czesto stosuje
sie kratownice o czterech podtuznicach lamanych. Kratownice te daja sie podzielié na
dwie grupy a mianowicie: z podiuznicams plasko i przestrzennie zalamanyms.

Rys. 3.15. 4-podluznicows kratownica o dwéch Scianach plaskich

a) rozdzial ukladu obecigZeri; b) dwa zadania skladowe pray okresleniu sil w wiazaniach scian; ¢) uklad obeiazefi pta-
skiej éciany plasko obciazonej.

Analizg kratownic pierwszej grupy objasnimy na przykladzie konstrukeji (rys. 3.15a),
w ktérej podtuznice (2, 3, 4, 4), (1, 7, 6, §), (&, 3, &, &), (', V', 6, §') leza w dwéch
nieréwnolegtych plaszezyznach gléwnych (Z, ..., 7)i(Z', ..., V), a rozpdrki (1, I'), ... (7, 7"}
sy wszystkie rownolegle do siebie*.

Po wydzieleniu szeregu zadan plaskich (patrz art. 3.2) mozemy ostatecznie sprowadzié
obcigzenie do dwéch ukladéw (rys. 3.15a), z ktérych pierwszy jest ukladem plaskim
(sity Py, ..., P,) dzialajacym w plaszezysnie jednej éciany gléwmej (Sciana I, ...,7"),
a tylko drugi uklad (sity P;, ..., Ps, By, ..., B;) jest przestrzennym ukladem obcigzer
przyczepionych do wezléw drugiej $ciany gléwnej (Sciana I,...,7). Ten drugi uklad
dzielimy z kolei na zesp¢t sit dzialajacych w plaszezyznie tej drugiej seiany (sily Py, ..., Ps)
i zespdt réwnolegtych sit dzialajacych wzdhuz rozpérek (sity By, ..., B). Ten drugi zespot
spelia warunek réwnowagi momentéw wzgledem osi 0-O bedacy linig przecigcia sie
plaszezyzn Scian gléwnych.

* Kratownice te mogs nie mieé plaszezyzny symetrii. Zaréwno uklad wykrzyzowan na plaszezy-
znach giéwnych nie musi sig pokrywaé (np. wykrzyzowania 2, 7 i 1/, 3'), jak i trapezy Scian (np. 2,

2, 8, 3) nie musza byé réwnoramienne.

7
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Sprébujmy obecnie wyznaczyé sity w ukladzie pretéw wigsacych obie Sciany gléwne.
W tym celu izolujemy ten uklad pretéw obciazajae go tylko ukladem sit B (rys. 3.15b)
oraz reakcjami gléwnych Scian. Reakoje te dzialaja wzdiuz linii przecigeia plaszezyzn
Seian gléwnyeh z odpowiednimi Scianami ukladu wiazacego (analogia do sit W z art. 3.3).
Tak na przykia,d reakcja w wezle 4 dzialaé musi wzdiuz linii (3, 4) stanowiacej przeciecie
plaszezyzny (3, 4, 4, 3') ze Seiana (1, ..., 7). Samo obliczenie sit w pretach i reakeji §cian
przeprowadzamy w dwdch etapach. W etapie pierwszym przecinamy jeden pret, np. (2, 3),
i obliczamy kolejno sity w pretach pozostalych. Tak na przykiad w precie (3, 3') sita ta
jest réwna B,. Rozkladajac nastepnie te sile na kierunek preta (3', 4) i kierunek linii
(&', 4') okreSlimy reakeje T i sile N ,. Przechodzac nastepnie do wezla 4 obciazonego
zmang ju sily N7y 1 sifa B; obliczamy sile N, 4., i reakeje 7, itd. W drugim etapie w prze-

c Bl Mo Mol Moy
4 2 AN

77

Nsz Bs

A

Rys. 3.16. Rozwiazanie skladowych zadan okredlenia sil w wigzaniu $cian
a) geometria ukladu wiazacego w rozwinieciu; b) rozwiazanie przy obcigZenit %y, = X = 1kG; ¢) rozwiazanie
przy obciazeniu sitami By, ..., Bs.

cigbym precie (27, 3) wprowadzamy jednostkowe sily i analogicznie jak poprzednio obli-
czamy sily ng 3., Mgy, ... Oraz reakeje &, &3, &, ... itd. Opisane ezynnosei przeprowadzamy
zazwyczaj wykredlnie (rys. 3.16) rysujac uklad wiazacych pretéw w rozwinigeiu i roz-
wigzujge taka plaska kratownice przy obeiazeniu silami jednostkowymi (rys. 3.16Db)
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bads silami B (rys. 3.16¢). Linie dzialania reakcji T’ badZ # sa przy tym wrysowane na
rys. 3.16a w postaci pretéw. Razeczywista warto$é sitly w myslowo przecietym precie
(2, 3) wyznaczamy z réwnania réwnowagi momentéw* tej Seciany gléwnej, na ktéra
dziala tylko plaski uklad sit (rys. 3.15¢).

W tym celu obierajac dowolny punkt 4 obliczamy oddmelme moment M, obquen
P, ..., P, oraz reakeji T, ..., T; jako

M, =D Pri+ D Tip kGem, (a)
oddzielnie za§ moment m, od wszystkich sil ¢, ...,
my = D t;0; kGom/kG , (b)

gdzie r; i p; — ramiona odpowiednich sit (rys. 3.15¢). Wartoéé sily X w przecigtym pr@cxe
(2, 3) (analogia do metody z art. 2.7) obliczamy z réwnania ~
Xmya+M, =0, (3.6)
a wypadkowe sily W; w pretach wiazacych &ciany gléwne z zaleznosei
W;=mX+N,;
analogicznej do (2.14). Na koniec rozwiazujemy obie gléwne Sciany obeigzone w swych
plaszezyznach sifami' P, T, iX (lub 1", #X). ‘

*  Opisana metode rozwiazania mozna uogdlnié na przypadek, gdy rozpdrki (I, 1), ...,
(7, 7') nie sy réwnolegle**. Jedyna réznica pojawia sie w rysowaniu rozwiniecia ukladu
pretéw wiaiacych fciany ghéwne i wyznaczeniu linii dziatania sit 7 i &

Przechodzac do analizy drugiej grupy kratownic z podiuznicami przestrzennie zala-
manymi ograniczymy sie do przypadku, gdy rozwazana kratownica jest symetryczna
i sklada sig z szeregnu grodzi o réwnoleglych wregach skrajnych i posdrednich.

b)

rzeczywista sciana dolna

Rys. 3.17. Przypadek kratownicy o podiuznicach przestrzennie zalamanych
a) antysymetryezny uklad obclazen, sdy P réwnolegie do os1 z, Q do x, H do y; b) reduke)a statyki seiany dolne
do zadama plaskiego.

* Mozina udowodnié, iz przy spelnieniu tego warunku pozostale warunki réwnowagi sq tozsamoécio-
wo spelnione.

** Patrz artykut A. T, Vimmepman, Pacues npocmpabembuennuix xowcmpyxyuti, 11, Mocksa 1951.
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Poniewaz dla takich kratownic dzialanie symetrycznych obeciazeri bylo juz omdwione
(rys. 2.23), zagadnienie redukuje si¢ do analizy antysymetrycznych obciazen (rys. 3.17a)
zlozonyeh z par sit P, @, bads z sil H prostopadiych do plaszezyzny symetrii zz. Podobnie
jak w art. 3.2 tak i tutaj zadanie wyznaczenia sit w prejach rozdzielimy na dwa zogadnienia
statyki Scian gornej i dolnej oraz zagadnienie skrecania kratownicy. Aby osiagnaé ten cel,
rozwazmy jedna ze $cian na przyklad 4ciane dolna (rys. 3.17b) obcigzong tylko silami
H i parami sit typu @. Rzutujae tak obciazong kratowni-
ce na plaszezyzne vz zamieniamy jg na kratownice pla-
ska, ktérej réwnowage zapewnfajad sity Y, 1 Yy, wpro-
wadzone na koncowych rozpérkach i odpowiednio do-
brane. W wyniku rozwiazania tej plaskiej kratownicy
otrzymujemy sily N;. Podobnie jak w art. 2.8, sily N;
w precie ¢ $olany rzeczywistej otrzymujemy jako

N; = N secy,;, (3.7)

gdzie y; — kat miedzy osia preta ¢ a plaszezyzna xy.
Aby przy tych wartodeiach sit N; rzeczywista $ciana
dolna byla w réwnowadze, w zalomach tej $ciany, tj.
w wezlach 516, 9110, 131 14, nalezy dodaé pionowe* ¢
sity Z tworzace pary sil np. Z, = Z,,. Wartodei tych sit
najprosciej wyznaezyé, zauwazajge, iz dolna $ciana jest
jak gdyby belka pracujaca w swej plaszezyinie na zgi-
nanie. W przekroju dowolnej rozpérki 4B (rys. 3.18a)
taka kratowa belka przenosi** momenty M’ i I oraz
sila tnacg T i T". Przeksztalcenie sit wedlug (3.7), to
Rys. 3.18. Okreslenic pary _ sil jest przejscie od rzutu kratownicy do kratownicy rzeczy-
Z w zadeniu wedlug rys. 3.17p  Wistej réwnoznaczne jest z zamiang momentéw M 1 M’
a) uldad obelazer rozprki 4B w zada- na M secy; i M’ secyy (rys. 3.18b)? Taka zamiana
niu plaskim; b) przemiana obeiazed przy . .1s . . .
praeisein do Sciany Tzeczywistel. momentéw mozliwa jest przez dodanie momentéw
M tgy, i M’ tgyy, o wektorach réwnolegtych do osi .
Aby wiec izolowana my$lowo rozpérka AB byla w réwnowadze, musimy dodaé parg
sit Z o wartodei

Z = (M tgy—M tgy)fb, (3.8a)

gdzie b — diugosci rozpérki 4B.
W przypadku gdy w wezlach rozpérki nie dziala para sit typu @, wtedy M’ = M i

Z = M (tgy,—tgyw)/b . (3.8b)

* P:zeksztalcenie sil wedlug (3.7) oznacza dodanie do sily N} sily N} tgy; prostopadlej do plasz-
czyzny zy. Suma tych sit N} tgy; dla pretéw schodzaeych sie w danym wezle musi by¢ zréwnowazona
wprowadzona silg Z.

** Z uwagi na istnienie par sit typu Q isil typu H momenty MiM’ oraz sily tnace Ti7T" moga nie
byé jednakowe.
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Rozwiazﬁjqc analogicznie gérna Sciang wydzielamy drugie zadanie statyki $ciany.
Po wydzieleniu tych zadan pozostale obcigzenie kratownicy sklada sie z par sit typu
P i wrzigtych z odwrotnym znakiem par sit Z okreslonych w poprzednio wydziclonych
zadaniach. We wregach skrajnych moga dzialaé sily typu ¥, i°Y,, tworzace w plasz-
czyznach kazdej z nich tez tylko pary sil*. Pozostale obeigzenie przedstawia wiec skre-
canie kratownicy. W poréwnaniu jednak z zadaniem rozpatrzonym w art. 3.2 obciazenie
parami sit przylozone jest nie tylko w plaszezyznach wreg skrajnych, lecz i w plaszezyznach
wreg posrednich. Rozwigzanie takiego zadania musi byé zatem przeprowadzone odmiennie
niz w art. 3.3 1 3.4.

3.5. Skrecanie kratownic o podluznicach lamanych przestrzennie

Rozpoozynajac od najprostszego przypadku rozwazmy dwugrodziows kratownioce
o prostokatnych, réwnoleglych do siebie wregach obeiazona parami sil w plaszezyznach
wreg skrajnych i parami sit W w plaszezyZnie wregi rodkowej. Na skutek takiego ukladu

Rys. 3.19. Skrecanie kratownicy z jednym zalomem przestrzennym podiuznic
a) geometria konstrukeji i uklad obeiazen; b) uklad obeiazen rozdzielonych grodzi, 34, = H, ko, My = Hyh,.

obcigzen moment M, skrecajacy grodz I jest inny niz moment M, w grodzi II. Obliczenie
sil dzielimy na dwa etapy. Przecinajge mianowicie wrege érodkowa** przy wprowadze-
niu w niej fikeyjnego wykrzyZowania (6, §) zakladamy w pierwszym etapie, iz migdzy
otrzymanymi przez ten podzial grodziami nie ma oddzialywan wzdluz osi . W takim
ujecin skrecanie kazdej grodzi przedstawia zadanie Wagnera (rys. 3.8), a wypadkowa
sita w fikeyjnym wykrzyzowaniu (6, 8) jest algebraiczng suma sit wynikajgeych z roz-
wiazania kazdej grodzi. Poslugujac sie wskazéwkami art. 3.3 otrzymujemy dla grodzi I

Né.s = —(M1bols,s)/(2F1b1) ,
gdzie 2F, = bgh,+-b},. Podobnie dla grodzi II
Nt,;’.s = (Mzbzls,s)/(2F2b1) ,

* Dowéd analogiczny jak w art. 3.2 (rys. 3.4).
** Ten podzial dokonujemy przecinajac wzdluznie kazdy z pretéw wregi srodkowej. Otrzymujemy
wtedy dwie wregi, jedns przynalezna do I grodzi, druga do II grodzi.
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gdzie 2F, = b.h,+bhy. Sita wypadkowa n odniesiona do jednostki dtugodet preta (6, 8)
jest wiee N
n = (Ng g+ Ng s)/la,s = [(Mabo/2F5)— (M, bo/2F,)]/by (3.9)

a zatem nie jest ona na ogél réwna zeru. Poniewaz w rzeczywistosei wrega srodkowa
nie ma takiego wykrayzowania, wige jako konstrukeja nieszbtywna nie moze ona praenosié
takiej sity. Trzeba zatem zrewidowaé pierwotne zalozenie i dopuseié istnienie w wezlach
wregi $rodkowej dwéch samozréwnowazonych ukladdw sit X (rys. 3.19b}, przedstawiaja-
cych oddzialywania miedzy grodziami*. Wyznaczamy teraz sile N; , wywolang dziala-
niem grup X na obie grodzie (drugi etap obliczeni). Utozsamiajae w mydli jedng z grodai
np. grodz II z kratownica (rys. 3.6) widzimy, iz dzialanie grupy sit X jest identyczne
z dziataniem grupy P,. Stosujac zatem wzory (3.4), w ktérych P, = X, P, = 0, mamy

- N:,B = X [1—(bha/2F,)] (I, 5/%) -
Postepujac analogicznie z grodzig I okreslamy sile Ni7%
- N:: = X [1—(bohy/2F,)] (lg,8/L1) ,

a nastepnie wypadkows sile Ny g = Ny s+ No%. Poniewaz sumaryezna sila N s-+nlg g = 0,
wiec otrzymujemy
X =—nf¥,, h (3.10)

édzie wspélozynnik wplywowy -
l—p1,1 = {[1_(boho/2F1)]/l1}+{{1“‘bzk2/2F2)]/l2} (3'11)

przedstawia odnie.sionap do jednostki dlugosei preta (6, 8) sumaryczng sile wywolang
dziataniem grup sit X = 1kG.

Jedli ze wzoru (3.10) otrzymujemy X < 0, to rzecaywisty zwrot sil X jest przeciwny
do zalozonego na rys. 3.19b. Wartodé 1 zwrot grupy sit X nie nalezg przy tym od sposobu
ustawienia wykrzyzowan. Jedli ¥ ; = 0, to kratownica ma postaé krytyczns i pod dzia-
laniem momentdw skrecajacych staje sie ona pseudomechanizmem** -(art. 2.6).

Wyznaczywszy warto$é sit X mozemy obliezyé sily w pretach z superpozycji trzech
zadaf prostszych*** a mianowicie: zadania Wagnera przy obciazeniu momentami M,
ub M,, plaskich zadad odpowiadajacych obeiazeniom sitami X (rys. 3.6a) i wreszcie
drugiego zadania Wagnera (rys. 3.6c) przy obeiazenin I grodzi momentem (X&;h,/l,),
& II grodai momentem (—Xbh,/l;) (patrz wzor (a) z art. 3.2).

Przechodzac do bardziej zlozomego przypadku skrecania kratownicy z wieloma przestrzennymi

zalomami pediuZnic, rozwaimy symetryczna kratownice (rys. 3.20) obciazona parami sit typu P i pa-
raroi sit Z wynikajacymi ze statyki gérnej i dolnej éciany (art. 3.4). W pierwszym etapie rozwiazania

* Okre$lone w pierwszym etapie (zadania Wagnera) sily zapewniaja réwnowage kazdej grodzi.
Jakikolwiek zatem dodatkowy uldad sit musi byé sam w réwnowadze.

** Dalszg dyskusje wzoréw (3.9), (3.10) i (3.11) zostawia sie czytelnikowi.

*** Poniewaz stosowanie formalne wzoréw (3.9), (3.10) wymaga treningu, na poczatek zaleca sig
prowadzenie obliczerr przy zachowaniu jedynie przewodniej mysli. Tak wige zaleca sig obliczenie sil
nlg,s Ny, 5 wedlug wskazéwek art. 3.2 i 3.3 bez uciekania sig do wzoréw. Na koniec po obliczeniu X za~
leca si¢ przeprowadzenie superpozycji na konkretnych danyeh liczbowych.
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podzielmy te kratownice na szeSciascienne grodzie, wprowadzajac w kazdej plaszezyznie myslowego
podzialu fikcyjne wykrzyZowania oraz zerowe grupy par sil W, = We, Wy = Wy, ... uirzymujace
kaidg z grodzi w réwnowadze (rys. 3.21a).

Obliczmy teraz sily w tych fikeyjnych wykrzyzowaniach, tak jak gdyby kaida w grodzi pracowala
oddzielnie. Oznaczajac dla ogdlnosci grodz II jako 4, grods IIT jako i+ 1, momenty skrecajace te gro-

Rys. 3.21. Rozdzial przypadku skrecania uogélnionego
2) skrecanie oddzielnych grodzi; b) uklad grap sit X,
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dzie jako M;, M;,4., oraz biorae wymiary wedlug rys. 3.22, mamy powtérzenie przypad.ku z rys. 3.19b.
W wykrzyiowaniu wregi ¢ otrzymujemy (wzér 3.9)

N = (Mg bi41/2F41) — (M;5i-[2F3)]fb; . (3.12)

Poniewaz sila ta* nie jest na ogdl réwna zeru, zachodzi potrzeba wprowadzenia dodatkowyeh grup sil
X, ktére by zredukowaly te sile do zera (rys. 3.21b). Roinica w poréwnaniu z rozpatrzonym poprzednio
przypadkiem (rys. 3.19) tkwi w tym, iZ obecnie zamiast jednej grupy sil X dziala ich wigcej. Ponadto
; na wartos$é sity w fikeyjnym wykrzyzowaniu wregi ¢ maja wplyw nie
Z_(b hip b, ,/h) tylko sity X;, lecz réwniez X;_,; (grodz 4) oraz X;4, i X;(grodz ¢+1)
(wzory 3.4). Przeksztaleajge z odpowiednimi oznaczeniami wyniki (3.4)
i dodajac wartosé n; ze wzoru (3.12) mamy w rezultacie rownanie

, =i, i1 X1+ P41 X~y 0 Xin tnp = 0 (3.13)

wyraZajace, iz wypadkowa sila (odniesiona do jednostki dtugosei fik-
eyjnego wykrzyzowania wregi 1) jest réwna zeru. Wystepujace w tym
réwnaniu oznaczenia (patrz wzory 3.4 i 3.11) sa
Yi,iey = Di—1hi=y/2Fili,  Viin = Dimlity/2F 1 liey,
Yo = () + U lie) — i, i-1 i, 0).
W réownaniu (3.13) wehodza wartosei trzech grup sit X;, przypomina
wiee ono réwnanie trzech momentéw w zadaniu belki ciaglej. Istotna
Rys. 3'2_2' ’Oznaczer%ia WY~ réinice jednak tkwi w tym, Ze wspdlezynniki réwnania "(3.13) zaleis
miardéw grodai wylacznie od uksztaltowania kratownicy, podezas gdy w réwnaniu trzech
momentéw zalezg one rowniez od sztywnosei.

Liezba réwnan typu (3.13) wystarcza calkowicie do wyznacezenia niewiadomych X, jesli bowiem
kratownica ma & grodzi, to niewiadomyeh sit X jest k — 1, tj. tyle. ile fikcyjnych wykrzyzowarn. Pierw-
sze i ostatnie réwnanie zawieraja tylko dwie niewiadome, gdyz w wregach skrajnych X = 0. Ta postaé
ukladu réwnan pozwala tak jak w przypadku belek ciaglych na latwe jego rozwigzanie z dostateczna
dokladnoscia nawet przy-uiyciu suwaka.

Majac wartosé X mozna wyznaczyé sily w pretach wywolane dzialaniem tych grup. & nastepnie
przez superpozycje obu przypadkéw (rys. 3.21a. b) wyznaczy¢ sity odpowiadajace przypadkowi skrecania
uogdlnionego (rys. 3.20). Stosujac dalej superpozycje z wymkami zadan (rys. 3.17) otrzymujemy od-
powiedz ostateczng. Z rozwiazania szeregu przykladéw liezbowych wynika, ze grupy sit X maja duze
wartosei tylko wtedy, gdy pary sit typu P; = P; (rys. 3.20) przylozone sa w plaszezyznach wreg nie-
sztywnych. W przypadku gdy kratownica o lagodnie zalamanych podhuznicach skrecana’jest momen-
tami przylozonymi we wregach skrajnych, sity X otrzymuje sip znacznie mniejsze (rzedu paru procent
sit P). Te wyniki daja podstawe do wniosku, ze w przypadku kratownicy o lagodnym zalamaniu
podluznic moina w przyblizeniu rozwiazaé skrecanie momentami praylozonymi we wregaeh skrajnych,
traktujac kazda z grodzi oddzielnie (zadanie Wagnera). Przyblizenie to nie jest dozwolone, jesli moment
skrecajacy zmienia si¢ raptownie wzdluz konstrukeji.

Przeprowadzone rozwazania dotyczyly najezesciej spotykanego przypadku konstrukeji z wregami
prostokatnymi. Gdy wregi sa trapezowe, metoda postepowania jest identyczna, a wynikiem jest znowu
réwnanie (3.13). Réznica przejawi sie w wyrazeniach (3.12) i (3.14). Druga réznice stanowi postaé grupy
sil X, ktére tym razem nie sa réwne sobie, leez tworza dwie pary sit o takim samym momencie (rys.
3.23a). Wprowadzajac oznaczenis (rys. 3.23b) otrzymujemy** zamiast (3.12) i (3.14).

} (3.14)

* Wyrazenie (3.12) mozna stosowaé tylko wtedy, gdy zgodnie z rys. 3.19 i 3.21 obeciazenia wregi
sg réwnolegle do osi symetrii. Nie mozna zatem stosowaé tego wzoru dla okreslenia sit w pretach (2, 4)
lub (18, 20).

** Wyprowadzenie tej zaleznodei, wyrazeri dla wspélezynnikéw, jak réwniez sprawdzenie przypadku

. ’ 7
szozegdlnego, gdy b; = b; zostawia sig czytelnikowi.
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np == (M1~ Bt b 2F100)1/ (b1 i)} = (ML [1— (B; hiey J2F )] [ (b3 R)} (3.15)
’ ’
Wi, = bi—a =1 /2Fili,  Piin = bt hin/2F 1y livg s

’ ’ $ 17 #t 1

Wi, = [(bgyi—t8yi+2)+Gifbi ) b8y —tgyiey) + (3.16)
14

+ B3 hE—y/2F i) + (b B/ 2F e TV

gdzie F; powierzchnia pola (wzér 3.2) dla grodzi ¢ rozpatrywanej oddzielnie od pozostalych. Przy sto-

sowaniu réwnania (3.13) nalezy pamietad, 7e katy y;’ y,f ! traktuje sie jako dodatnie, gdy sa one zgodne
z rys. 3.23c.

9

Rys. 3.23. Uklad samozrdéwnowazony dla konstrukeji 4-podluinicowej o wezlach trapezowych

W odréznieniu od konstrukeji o wregach prostokatnych dla przypadkn z rys. 3.23 sily zaleza od
ustawienia wykrzyzowan, gdyz od tego ustawienia zaleig tym razem powierzchnie F;.

W przypadku gdy liczba grodzi jest duza, wprowadza sie uproszezenie. Polega ono na zastapieniu
w spos6b przyblizony kilku grodzi przez jedna, z wprowadzeniem pretéw zastepezych w $eianach.
Tak wige w kratownicy 9-grodziowsj (rys. 3.24a) mielibysmy uklad odmiu réwnan typu (3.13). Zastepu-

Rys. 3.24. Uproszezona konstrukeja zastepeza
a) kratownica rzeczywista; b) kratownica uproszczona.

jae ja kratownics 3-grodziows (rys. 3.24b), mamy uklad tylke dwéch réownan. Po wyznaczeniu sil
w pretach kratownicy uproszezonej, odpowiednia czeéé Sciany obeiazamy sila w zastepczym wykrzy-
Zowaniu (patrz art. 3.1), traktujge ja jako plaska. Ten sposéb nie jest écisty, jednakze daje zadowalajace
dokladne rezultaty, zwlaszeza in zalamania $cian sa na ogdl lagodne.
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3.6. Kratownice nabudowane na podlozu

Oméwione kratownice powlokowe (art. 3.2--3.5) naleza do grupy ustrojéw sztywnych
samych w sobie (patrz art. 2.3). Réwnie czesto jednak spotyka sie kratownice nabudowane
na podlozu. Rozrdinia sie przy tym dwa warianty uksztaltowania w zaleinosei od tego,
czy podlozem dla kratownicy nabudowanej jest integralna eze$é ustroju, czy podloze
jest elementem zewnetrznym w stosunku do kratownicy. Przykladem kratownic pierw-
szego rodzaju tzw. kratownic o budowie mieszanej jest konstrukeja z rys. 2.8¢, skladajaca
si¢ z powlokowej kratownicy (miedzy wregami 1,...,4 1 4, ..., 8) i nabudowanej po-
zostale] czesci, dla ktdrej ta powlokowa kratownica stanowi sztywne podloze. W re-
zultacie otrzymujemy ustréj sztywny jako calodé, skladajacy sie z dwéch podzespoiéw
réznigeych sie funkejonalnie miedzy soba. Analogiczne przyklady (rys. 3.25a, ¢) réznia
sie od poprzedniego uksztaltowaniem, zasada jednak ich budowy zostaje ta sama.

Najbardziej charakterystyczng cecha omawianych konstrukeji (rys. 2.8¢, 3.25a, c)
bedacych, jak latwo sig o tym przekonaé, konstrukejami statycznie wyznaczalnymi¥*

Rys. 3.25. Przyklady kratownic o budowie mieszanej
a}), b) wysiegnik Zurawia; ¢) kadlub émiglowea; d) kadlub wagonu, plaszczyzna y z jest piaszczyzna symetrii. Kon-
strukeje z rys. a i ¢ sa statycznie wyznaczalne .z rys. d — jako calo§é¢ 8-krotnue statycznie niewyznaczalna,

* Przypomina sie, Ze sprawdzenie statyczne] wyznaczalnosci przeprowadzamy zawsze dla ustroju
pierwotnego (art. 3.1) analizujac spelnienie kryteriéw (2.12) badz doprowadzajsc przez przestawianie
pretéw dang kratownice do takiej postaci, o ktérej wiemy, e jest statycznie wyznaczalna (rys. 2.14).



3.8 ERATOWNICE NABUDOWANE NA PODLOZU 109

jest to, iz w swych nabudowanych czedciach skladaja sie z trzech gléwnyeh sztywnych
§cian. Kazda z tych §cian moze byé plaska jak §ciana (9, 12, 20, 21) w czedei C (rys.3.25a,b)
badz lamana jak &ciana (1, I, ..., 7, 7’) kadluba (rys. 3.25¢). W tym drugim przypadku
wazne jest, aby ta lamana Sciana po rozwinigcin jej na plaszezyzne byla ustrojem sztyw-
nym®*,

Te trzy gléwne Sciany spelniaja w kratownicy taka sama role jaka w belce o przekroju
ceowym spelniajg polki i érodnik. Reszta elementdw spelnia role pomocniczg polegajaca
na unieruchomieniu wzgledem siebie wezldw &cian gléwnych. Tak na przyklad wrega
(14, ..., I7) (rys. 3.25a, b) usuwa swobode wzglednych przemieszezen wezla 14 i 15.

Konstrukeje, ktore w swej czesei nabudowanej majs wiecej niz trzy Sciany sa z reguly statycznie
niewyznaczalne. Tak na przyklad w konstrukeji (3.25d) od razu widaé, iz zaréwno dach, jak i podloga
sg kratownicami zlozonymi z samych tréjkatéw. Bez liczenia pretéw 1 wezléw widadé rowniez, iz $ciana
lows na odcinku BOD, a prawa na odcinkach BEF i GH sa sztywne. Réwniez sztywne, mimo wykrojéw
na drzwi, sg Sciany poprzeczne AIEK, BLF i GMC. Kaida z nich jest przy tym funkecjonalnie réwno~
wazna trzem pretom, na przyklad w Scianie AIEK pretom AE, RE, PE. Przebudowujge te kratownice
na powlokowa nalezaloby dodaé tylko dwa prety BS i MF, usungé natomiast szesé pretow (po trzy
ze Scian BLF i GMC). Wynika stad, iz rozwazana polowa konstrukejimsa o cztery prety za duzo w po-
réwnaniu z ustrojem statycznie wyznaczainym, jest wige jako calodé 8-krotnie statycznie niewyzna-
czalna.

Rozwigzanie kratownic o budowie mieszanej dzielimy na dwa etapy, a mianowicie
w etapie pierwszym obliczamy sity w czedciach nabudowanych wywolane dzialaniem
obciaZenia zewnetrznego, w etapie drugim rozwiazujemy kratownice powlokows obeigzong
przez sity zewnetrzne i oddzialywania czesci nabudowanych. Wykorzystujemy przy tym
wszystkie znane sposoby wlatwien (art. 2.8 i 3.1), dzigki ktérym analiza konstrulkeji
2z plaskimi 4cianami nabudowanych czesei (rys. 3.25a, b) redukuje sig wylacznie do zadan
plaskich. B

Pewnego dodatkowego oméwienia wymaga tylko przypadek, gdy jedna z trzech
fcian gléwnych jest lamana (rys. 3.25b). Zakladajac, iz $ciany (Z,...,8) i (I, ..., &)
nabudowanej czesel sq plaskie, postepujemy tak jak to opisano przy kratownicy (rys. 3.15).
Mianowicie po sprowadzeniu obecigzen do ukladu (P’, H') dzialajacego w plaszezyZnie
jednej Sciany gléwnej (7', ..., 8) i drugiego (P, H, By, ..., B,) przylozonego w wezlach
fefany (1, ..., 8), izolujemy Sciang lamang wraz z obciazeniem silami typu B {rys. 3.26a).
Obliczenie sit w pretach tej Sciany jest zadaniem identyeznym jak zadanie rozpatrzone
na rys. 3.15b, 3.16a, ¢, przy czym odpada cala operacja poszukiwania sil w precie prze-
cietym (rys. 3.16b), ktérego teraz nie ma. Majgc wyznaczone sity 7' i 7" rozwigzujemy
gitéwne dciany nabudowanej czedci (rys. 3.26b), a na koniec blok (rys. 3.26¢) obeiazony
oddzialywaniami §ciany lamanej (sila @,) i $cian gléwnych (sity By, By, ..., Xg). Jesli
kadlub jest symetryczny, to opisane postepowanie mozna ograniczyé tylko do analizy
obciazen niesymetryeznych, stosujac do analizy obeiazen symetrycznych sposéb uprosz.
czony (rys. 2.23).

* Jesliby w konstrukeji (rys. 3.25¢) zamienié np. wykrzyzowanie $ciany (5, 6, 67, §°) pretem (I, 3),
to taka konstrukeja nie bylaby prawidlowa. Mielibyémy bowiem wtedy dodatkowy blok sztywny
(1, 2, 3, I, 2, ) niesztywno zwiazany z blokiem poprzednim ({niemozno$é przeniesienia sit typu B).
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Rys. 3.26. Rozwiazanie kadluba
a) statyka $ciany lamanej, kropkowane sily sa oddzialywaniami §cian boeznych: b) statyka plaskiej §ciany bocznej;
¢) statyka bloku.

W przypadku kratownicy o mieszanej budowie i lamanych przestrzennie podtuznicach (rys. 3.27),
najlatwiej przeprowadzié analize modyfikujge rozumowanie, ktére doprowadzilo do ukladu réwnan
(3.13). Zakladajac mianowicie, Ze kratownica jest powlokowa, to znaczy iz zamiast pretow (6, 8), (10, 12)

t)

Lo (X bihiy ~Xiabiahy) [ Xebiyhi ~Xeibihisg
Han 2Fd;

la

Rys. 3.27. Kratownica 4.podluznicowa o mieszane] budowie
b) okreslenie sil w pretach pobocznicy wywolanych grupami X, sily w Scianach bocznyeh s3 jednakowe.

i (18, 20) istnieja odpowiednio prety (2, 7), (7, 12), (19, 24) obliczmy sily w pretach tej Lkratownicy
wedlug wskazowek art. 2.8 (obciazenia symetryezne) badz art. 3.5 i 3.6 (obciazenia antysymetryczne*).
Jedli z tych obliczen otrzymamy dla jednego z pretéw, ktéry zostal wstawiony np. (7, 12) catkowita

* Dla obeigzen antysymetryeznych nalezy tylko rozwiazad etap statyki scian gornej i dolnej (art.
3.5) i skrecanie rozdzielonych grodzi z zadania Wagnera (rys. 3.21a) bez rozwiazywania ukladu (3.13).
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sile Ny, to przechodzac teraz do konstrukeji rzeczywiste] musimy tak dobraé grupy sit X (rys. 3.21),
aby sila wypadkowa w tym precie (7, 12) byla réwna zeru. Korzystajac z podanych na rysunku 3.27b
wynikéw rozwigzania 6-$ciennej grodzi (patrz rowniez rys. 3.6 i wzory 3.4) i utozsamiajac grods II
z grodzig ¢ mamy w rezultacie dla preta (7, 12)

_Xl (b2h1/2F2)+X2(b1h2/2F2) = (Nglz/ly) ’ . (8')
gdzie I, — dlugosé preta (7, 12), a pozostale oznaczenia sg podane na rysunku 3.22. Analogicznie dla
nie istniejgcego preta (2, 7) mamy

X (b1ho/2Fy) = —(Npla/lp) (b)
gdzie Np — sila w precie (2, 7) obliczona dla konstrukeji powlokowe] z przedstawionymi pretami,
a Iy — diugosé preta (2, 7). Jak widaé rownania typu (a) i (b) moga byé kolejno rozwigzywane jako
réwnania z jedna niewiadoma. Ta samsa uwaga dotyezy grodzi V. W rezultacie po wyznaczeniu sit X
dla obydwéch czesei nabudowanych otrzymujemy blok sztywny (grodzie III i IV) obciazony na wre-
gach (9, ..., 12) i (17, ..., 20) znanymi grupami sit X, i X,. Obliezenie grupy X, kasujacej sile w fikeyj-
nym skrzyzowaniu (14, 16) polega na rozwigzaniu réwnania (3.13), w ktérym X; = X, ze znanymi juz
Xy =X, 1 Xjy = X,

Analogicznie rozwigzujemy kratownice z wregami trapezowymi (rys. 3.23), przy czym rezygnujemy
z analitycznych wyrazen: dla sit {rys. 3.27b) i obliczenia prowadzimy od razn na liczbach szczegélnych.

Drugim rodzajem kratownic nabudowanych sg tzw. kratownice niesziywne same w sobie,
w ktérych podloze jest elementem zewnetrznym. Kratownice te maja zastosowanie w tych
przypadkach, w ktérych dla zwigkszenia statecznosei urzgdzenia, tj. zabezpieczenia prze-
ciwko wywréceniu sie, pozadane jest podparcie konstrukeji na plaszezyznie (torach
jezdnych) w czterech punktach, przenoszacych reakecje prostopadie do tej plaszezyzny,
przy zachowaniu jednoczesnie statycznej wyznaczalnodei konstrukeyi.

Rozwiazanie takiego ustroju w postaci konstrukeji sztywnej samej w sobie jest nie-
mozliwe, mozna natomiast otrzymaé je w postaci konstrukeji jednokrotnie niesztywnej
samej w sobie, dla ktérej czwarta reakeja pionowa odgrywaé bedzie role usunietego pretas
Catkowite zatem unieruchomienie takiej konstrukeji jest zapewnione przez siedem reakeji.
ktérych obliczenie stanowi gléwng trudnodé analizy. Obliczenie to mozna by przeprowadzié
metoda pretéw zastepezych, w ktérej jedna z siedmiu reakeji odgrywalaby role preta
zastepowanego przez inny pret wprowadzony do konstrukeji (art. 2.7). Poniewaz takie
postepowanie jest klopotliwe, staramy si¢ je ominaé. Tak na przyklad w konstrukejach
typu kadlubowego (mosty przeladunkowe, kadtuby pojazdéw) wykorzystujemy fakt, iz
kratownice te maja z reguly dwie wzdluzne $ciany plaskie zwigzane trzecig Sciana plaska
Tub lamana* (rys. 3.28a). Izolujae te trzecig Sciane tacznie z wszystkimi wregami (rys. 3.28b)
mamy przy obeiazeniu jej silami typu B zadanie identyczne z podanym na rys. 3.15b
i 3.16a, c. Jedli dciany wzdhuzne sg réwnolegle, to to zadanie znakomicie sig upraszeza. Zwa-
zywszy bowiem, ze reakcje B’ i B” sa znane**, a wiec ze znana jest wypadkowa @ sil
B w kazdym przekroju (np. za poprzeczka AB @ = B'— B, — B,—B;) wyznaczamy sile N

N = @ cosecf, ()

* Kratownica (rys. 3.28) podana jest w postaci ustroju pierwotnego z pominigciem konstrukeji
wtérnych (rys. 3.2). Jest ona jednokrotnie niesztywna, gdyz sprowadzenie jej do kratownicy powloko-
wej wymagaloby dodania w-dolnej $cianie pieciu pretéw, podezas gdy mozemy odjaé tylko cztery wy-
krzyzowania wreg posrednich.

** Z warunku réwnowagi momentoéw wzgledem osi (2, 3) i rzutéw na 08 y.
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sity w rozpérkach (np. N, 4= —DB') oraz sity T przedstawiajace oddzialywania $cian
bocznych '

T=Qctgfh. (d)
Majac oddzialywania T mogemy rozwigzaé kazds z plaskich $eian boeznych wyznaczajae
przy tym odpowiednie reakcje R, i Ry (rys. 3.28¢). W podobny sposéb rozwigzujemy

Rys. 3.28. Statyks jednokrotnie niesztywnej kratownicy obcigzonej silami pionowymi i pozio-
N mymi
a) uklad obecigzen silami By, ..., Bsisilami P;, Py, reakcje B’, B” oraz Ry, ... , R¢; b) okredlenie sit w Scianie lama-
nej; ¢) statyka éciany bocznej.

Rys. 3.29. Statyka jednokrotnie nieszbywnej kratowmicy obeciaZonej silami wzdluznymi
a) ukiad obcigzen sitami ¥, Wi, W, W, zrownowazonych reakciami H, W, Ry,..., R¢; b) rozdzial zadania.

przypadek dzialania sit wzdluinych (rys. 3.29), ktérych dzialanie jest niejednokrotnie
wymiarujace (sity zderzakowe w pojazdach, sily wadluine w wysiegnikach). Wprowa-
dzajac.mianowicie w jednej ze $cian np. (2, 3; 7, 6) dwie zerowe grupy sit Z,, Z,, dobieramy
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warto$é sit Z; tak, aby suma rzutéw na oé x dla kaidej Sciany wzdluinej byla réwna zeru*.
Dobierajge nastepnie Z, = Z,1/b mozemy zadanie rozdzielié (rys. 3.29b) na dwa, z ktérych
jedno jest zadaniem plaskim $ciany (2, 3, 7, 6), drugie za$ zadaniem przestrzennym ana-
logicznym do poprzedniego (rys. 3.28). - -

Podane rozwiazanie stanowilo przyklad ominigcia metody pretéw zastepezych, co
nie zawsze jest mozliwe. Tak na przyklad w konstrukeji typu przesuwnej wiezy (rys. 3.30a)

Rys. 3.30. Statyka jednokrotnie niesztywnej wieiy
a) uklad obciazer Hy, H,, P, W, T' zréwnowazonych reakcjami H,, Hyy, By, ... , R,; b) dwa zadania statyki Scian utrzy-
manych w réwnowadze odpowiednio dobranymi reakejami; c) skrecanie niesztywne) kratownicy mozliwie tylko dzieki
odpowiednim reakcjom X, podioza.

po wyeliminowaniu poprzednio juz rozwigzanych zadan** pozostaje zadanie skrecania
{rys. 3.30c) parami sit typu P. Jedyna réznica w poréwnaniu z rozpatrzonym w art. 3.5
przypadkiem polega na tym, ze wobec braku wykrzyzowania (I0,12) pojawi si¢ nie
tylko grupa sit X, przedstawiajaca oddzialywanie miedzy grodziami I a II, lecz réwniez
wystapi grupa X, przedstawiajaca oddzialywanie toru. Wartosei X; i X, wyznaczamy
z rownan (3.13), ktére przyjmuja postaé \

V1% —y,0 Xot0y =0, } ©)

— 95,1 X1+ Wy 0 Xty = 0.

Wystepujace w tym ukladzie (e) wielkoei wyznaczamy z wzoréw (3.12) i (3.14), pray
czym M, = —(P+7Z,)by, My = M,+(Z,+7,)b, (patrz umowa co do znaku na rys. 3.19).

* W omawianym przykladzie Z;, = (W,+ W,) sec y = (W+ W,— W,) sec y, gdzie y — kat migdzy
plaszezyzna (2, 3, 7, 6) & plaszezyzna xy.

** Uwzgledniajac, ze kratowniee tego typu sq z reguly symetryczne dzialanie obciazen symetrycz.
nych rozwiazujemy wedlug rys. 2.23. Wyodrebmamy ponadto dwa zagadnienia statyki scian lamanych
(rys. 3.30b) analogiczne do rozpatrzonych poprzednio (rys. 3.17b). Pozostale obciazenia daja skrecanie,
przy ezym sily T' pojawiaja si¢ w przypadku niejednakowego dzialania hamuleéw jazdy, np. gdy jeden
z hamuleéw ulega awarii.

8 Statyka 1 statecznoseé
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Wyjatek stanowiy ¥, , i n,, a mianowicie ¥, , obliczamy tak, jak gdyby nieistniejaca
grodZ III byla nieskonczenie diuga, to jest

sz,z = (1fle)—¥py1- ®
Warto$é n, w fikeyjnym precie (10, j2) wyznaczamy z zadania Wagnera (art. 3.3) dla
II grodzi przy obeciazeniu jej momentem 3M,. Na skutek bowiem istnienia pary sit H'y =
= Hi, nieréwnoleglych do plaszezyzny symetrii, wzoru (3.12) nie mozna stosowad*.
Kratownice niesztywne same w sobie maja bardzo powazng zalete, a mianowicie sa
one nieczule na bledy montazowe torowiska. Jeéli na przyklad podpora wezla 9 (rys. 3.30)
ulegnie opuszezeniu w stosunku do plaszezyzny wyznaczonej przez wezty 10, 11, 12, to
niesztywnodé samej ﬁeiy na skrecanie powoduje, ze wezel 9 z powrotem oprze sie o podioze,
przy czym sily w pretach sa réwne zeru**. Innymi slowy rozpatrywane kratownice do-
pasowujg sig swobodnie do podloza. Zalety tej nie maja konstrukeje sztywne same w sobie,
ktére przy 4-punktowym podparciu staja sie konstrukcjami statycznie niewyznaczalnymi
i w ktérych kazdy blagd montazowy (niedokladnoéé torowiska) pociaga za soba zmiane
reakeji podporowyeh (patrz art, 4.4).

3.7. Zadania

1. W kratownicy (rys. 2.42) rzeczywiste rozwiazanie sciany (1, 2, 3, 4) podaje rys. 3.31. Wiedzac,
e W pierwotnej konstrukeji N,,, = —2,18t, N, , = 1,824, Ny, = 3,64 5, Ny, = 2,426, N, , = 1,20 t,
wyznaczyé sily w pretach rzeczywistej Sciany.

2. Hokrotnie niesztywna z punktu widzenia formalnego jest kratownica (rys. 2.42) z poprowadzong
wedlug rys. 3.31 konstrukecja Sciany?

2<-lm *?(—/m i3
g g 1
S | 5
5 g
! 3
«
!
i
8 T
<
I 4
Rys. 3.31. Rys. 3.32.
3. W kratownicy {rys. 2.47) dla zwiekszenia przelotu rzeczywiste rozwigzanie éciany podaje w kia-
dzie rys. 3.32. Wiedzac, 26 w pierwotnej konstrukeji N, 5= —3,2t, N 5 = —38,5t, Ny /'= —19,0%,

Nj,5» = —~T7,0t, obliczyé zmiane sit w tych pretach wywolang modyfikacja konstrukeji.

* Uwaga ta jest ostrzezeniem przed nieoglednym stosowaniem wzordéw, jesli nie sa s;)elnione od-
powiednie warunki. Przy wyprowadzaniu wzorn (3.12) warunkiem tym bylo, zeby sily P, Z, W byly
réwnolegle do plaszezyzny symetrii.

** Stwierdzenie to jest sluszne przy zaloZemiu przegubowego polaczenia pretéw. W konstrukejach
rzeczywistych, gdy wezly sa sztywne, takie zmieksstalcenie powoduje powstanie naprezen wtérnych
(art. 2.1).
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4. Dla podane]j konstrukeji fragmentu kratowego wysiegnika (rys. 3.33) odtworzy¢ ustrdj pierwotny
i orzec czy jest to konstrukeja statycznie wyznaczalna, a jesli nie, to ilokrotnie jest ona przesztywniona.

5. Przesuwna podwoéjnie symetryczna wieza (rys. 3.34a) przymocowana jest do podioza siedmioma
wigzami w wezlach 9, ..., 12. Traktujac wezly I, ..., 12 jako wezly pierwotnego ustroju orzee, czy po-
dana konstrukeja jest sztywna i statycznie wyznaczalna.

%)

$3m 3 ,
H |
g |
¥
[
§ ! L 51
8=y 7
: !
TS
2 g 1 |
e—=7m

Rys. 3.34.

5. W celu zwigkszenia przelotu bramy w konstrukeji (rys. 3.34a) zmodyfikowano lamang Sciang
(3, 4,7, 8, 11, 12) (rys. 3.34b) z wprowadzeniem w plaszczyznie wregi (5, 6, 7, 8) kratownicy (7, 8, &', 7).
Orzec ezy to rozwigzanie jest prawidlowe z punktu widzenia statyki, a jesli tak, to czy sluszne jest
rozumowanie prowadzace do wzoréw (a) i (b) art. 3.1.

7. W $cianie (rys. 3.34b) zamieniono prety (&, 4)i(3’, 4) pretami (4, B) i (3, B). Jakie konsekwencje
statyczne pociaga taka zamiana?

8. Zakladajac, ze kratownica (rys. 3.4) jest prostym graniastosiupem o trapezowej podstawie
i jednakowych grodziach (€ 2, I, 4 = 90°, (1, 2) = (I, 4) = 2m, (2, 3) = 1 m, dlugos$é krawedzi (2, 6) =
6 m), przeprowadzi¢ analize sit, gdy obeciazenie stanowig dwie sily przylozone w wezlach C i D réwne
i przeciwnie skierowane.

9. Zakiadajae wymiary kratownicy jak w zadaniu 8 wydzielié zadania plaskie i okresli¢ wartosé
momentu skrecajgcego, jesli sida Q4 = 6 b jest réwnolegla do (I, 2), @p = 9 t réwnolegla do (2, 4), reakcja
R, réwnolegla do (I, 2), a reakoje R, i R, dzialajac w plaszezyznach odpowiednich wreg moga mieé
dowolny kierunek.

8g*
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10. W kratownicy (rys. 3.5)a = 2m, b = ¢ = 1m, ! = 2 m, a katy w wezlach 3, 4, 5 wregi sg proste.
Wydzielié zadania plaskie i obliczyé warto$é momentu skrecajacego, jesli @, = 10t, @, = 2 t, a réwno-
wage zapewniajg odpowiednio dobrane reakeje By, R, i‘reakcja R, w wezle 2 (R, = 0).

11, W kratownicy (rys. 3.6) b, = 2b; = 2m, hy = 1,5 2, = 3m, I = 4 m i pret (3, 7) jest prosto-
padly do obydwdch wreg. Wydzieli¢ zadania plaskie i przypadek skrecania, jesli obcigZenie stanowi
jedna pionowa sila P = 10t przyczepiona w wezle I zréwnowazona trzems pionowymi reakcjami
w wezlach 5, 6 1 8.

12. Powtérzyé zadanie 11 przy obciaZeniu parg pionowych sil P = 5+t przylozonych w wezlach
21ia3. -

13. Dla podanych kratownic (rys. 3.35) okreslié wartosé pola. F wystepujacego we wzorze Wagnera.
Okreélié réwniez prety pobocznic nieczynne przy skrecaniu. Naszkicowaé statyke wreg.

14. W kratowniey (rys. 3.6a) ustawié wykrzyzowania bocznych Scian tak, aby przy jej skrecaniu
(rys.” 3.6¢) podluznice byly nieczynne. Zakladajac, 2o wreg: sa nieskonczenie sztywne i ustawione sy-
metrycznie, a przekroje pretéw nie zmieniajg sie, orzee czy takie ustawienio zmienia kat skrecenia
w poréwnaniu z ustawieniem podanym na rys. 3.6.

15. Wyznaczyé sily w pretach sSciany (2, 3, 14, 13) 3-grodziowe] skreeanej kratownicy (rys. .3.36).

16. Wyznaczyé sily w pretach I, ..., § podanej regularnej kratownicy (rys. 3.37) skrecanej parami
sit H, = H, i H; = H,. Jak zmienia si¢ te sy, gdy pret 4B zamienié pretem CD.

. w kratownicy ostroslupowej (rys. 3.12b) ustawié wykrzyZowania tak, aby przy jej skrecaniu
parami sit przylozonymi we wregach skrajnych wszystkis prety wreg posrednich byly mieczynne.

18. Czy mozna jednoczesnie z postulatem zadania 17 spelnié dodatkowy warunek, aby przy skre-
caniu byly nieczynne tez i podluznice.

18. W kratownicy (rys. 3.37) pare sit H, = H, réwnowazy pars sit Hp = Hy. Obliczyé sily w pretach
1,...95.

20. W stalowej kratownicy (rys. 3.9) odleglosé wreg { = 4 m, P, = P, = 10 t, a przekroje wszyst-
kich pretdw sa jednakowe 4 = 15 cm?. Qkreslié wartosé kata skrecenia @ wregi (1, 2, 3, 4) wzgledem
wregi (5, 6, 7, 8).

21. W kratownicy (rys. 3.15) wymiary sa takie, jak podaje rys. 3.38. Obciazenie stanowia sily
B, = B,y = 10 t zréwnowazZone odpowiednio dobranymi silami B,, P, i Ps, przy czym reakcje P, i P
moga mieé réwniez skladowe pionowe. Obliczyé sily w pretach kratownicy.
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22. Traktujge kratownicg (rys. 3.36) jako powstala z polaczenia dwéch écian plaskich (1, 2, 13)
i(3, 4, 14) obliczyd sily w pretach laczacych te sciany metods analogiczng do podanej na rys. 3.15 1 3.16
" 23 Konstrukeja (rys. 3.19) (bp=10,5 by =by = 1m, by = 0,6 by = hy = 1,2m, }; = 0,25, = 2 m)
z podwdjnie symetrycznie ustawionymi wregami obcigzona jest w weile §sila Hg = 10 t zréwnowa-
Zong odpowiednimi silami H’ i H” w wezlach 2 i 11 oraz para sit W, w wezlach 6 i 7. Oddzielié zadania
sprowadzajace sie do statyki gérnej i dolnej $ciany od przypadku skrecania.

Rys. 3.36.

24. Wymiary kratownicy (rys. 3.17) podane sa na rys. 3.39. Prayjmujac, iz obcigzenie stanowia
sily Hy, = Hyy = 5%, Q= 10t, P, =0, H, = 0, @, = 0 zréwnowazone odpowiednio dobranymi si-
lam H,, Hy i Py, wydzieli¢ zadania statyki sciany gérnej i dolnej (rys. 3.17b), obliczyé wartosoi sit 2
iwyodrebnié skrecanie.

z g 7 4 B
3y 44 & $ g f— - S
22 — 55 < S <
& "E E Ps IE ) 3 Be c ”
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i 27 66" 1 VSV g 1 Q’l 3
Yre—3sm —~ry g 5 A o . Ll §
1IN A1 22 = ZE i
! ¢ >
> o S ! tr2m-L s
§y 5 Jrd 15
§ 4= 20
: I S — L &
s S - I3 S
—iim 25m—1<—3m By 3 o A"
7 7] 75
Rys. 3.38. Rys. 3.39.

25. Zekladajac, iz kratownica z zadania 23 obcigZona jest parami sil Hy = 56, W, = 2¢t, W, = 0,
H, = 8,33 t obliczyé sily w pretach pierwszej grodzi oraz w pretach wregi poéredniej.

26. Obliczy¢ sily w pretach kratownicy (rys. 8.19), w ktérej by = 1m, by = 0,b; = 0,752y = 1,5 m,
by =0, hy=1,5m, I, = 0,333 {; = 2m, jesli obciazenie stanowia dwie pary sit W, = 5t, H; = 5 t.

27. Wyznaczyé sily w pretach sciany (5, 6, 10, 9)i (3, 6, 10, 7) tréjgrodziowe] kratownicy (rys. 3.40%
podpartej na lozyskach w wezlach I 1 2 zawieszonej na dwdch linach jednakowo obeigzonych.

)
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Rys. 3.40. Rys. 3.41.

28. Wyznaczy¢ sily w pretach kratownicy (rys. 3.41) obeigzonej w wezle 4silami P = 20 ¢, H; = 4 ¢,
H, = 3t i utrzymanej w réwnowadze oémioma reakcjami R, H, T, z ktdryeh Ty = T.

29, W pryzmatycznej kratownicy powlokowej usunisto prety (7, 12) i (10, 16) (rys. 3.42) wstawiajac
w zarmian dws wykrzyzowania (10, 11) i (14, 15). Jak zmienig sig wskutek tego sily w pretach 1, ..., 6.

Rys. 3.42.

30. Zamocowana w sztywnym bloku symetryezna kratowa noga (rys. 3.43) sklada sie z dwdéch
réwnolegtych i jednakowych kratownic plaskich polaczonych siatka pretéw oraz wregami b, ¢, d, e
(wrega a jest niesztywna). Wyznaczy¢ sily w pretach znajdujacych sie miedzy wregami d i e, jesli obeig-
Zenie stanowia podane reakcje kola jezdnego. Typowa wrega d jest podana na rysunku.

31. W kratownicy (rys. 3.28) dlugoéci grodzil = 3 m sg jednakowe, szerokos¢ (1, 2) = (3, 4) = ... =
=2 m, wysokosei stupkéw liezac od slupka (2, 3) sg kolejno 1 m, 2m, 2,5 m, 2,5 m, 2 m, 1 m. Okreslié
statyke §cian bocznych (rys. 3.28¢), jedli B, = ... = By = 2t, a sily P, = P, = 20 ¢t.

32. W kratownicy (rys. 3.29) dtugo$é kazdej grodzi 2 m, szerokosé kratownicy 1,2m, wysokodci
stupkéw liczae od slupka (3, ¢) sg kolejno 0,5 m, 1 m, 0,5 m, 1 m, 0,5 m. Okreslié statyke $cian bocznych,
jedli obeiazenie stanowia sity W, = W, = 100t zréwnowazone reakcjami R i H (sila W = 0).
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Rys. 3.43.

33. Podwdjnie symetryczns z uwagi na ustawienie wreg wieza (rys. 3.30) o wymiarach by = h, =
=by = hy=3m, by = 6m, by = 4 m,l; = 4m,], = 6 mobeigiona jest para sil P = 101, & utrzymana
w rownowadze parg sit Hy = —H,,. Wyznaczyé sily w pretach éeciany (I, 4, 8, 12, 9, &, I).



4. KRATOWNICE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

4.1. Definicje. Metoda rozwiazania

Rozpatrywane w rozdz. 2 i 3 kratownice byly przestrzennymi ustrojami, w ktérych
liczba pretéw i unieruchamiajacych wiezow p (niezaleznych reakeji) jest najmniejsza
liczbg niezbedng do tego, aby utworzony ustréj o danej liczbie wezléw w byt sztywny.
Spelnienie warunku (2.12), fo jest p = 3w oznacza jednocze$nie, ze dana kratownica
jest statycznie wyznaczalna (art. 2.6). Jesli zachowujac te same wezly utworzymy prze-
strzenny ustrdj, w ktérym liczba p; pretéw jest wicksza od p, to kratownica staje sie
statycznie niewyznaczalna, a stopniem statycznej niewyznaczalnosdei m nazywamy réznice

m=py—p = p,—3w (4.1a) .

-Wzér (4.1) interpretujemy jako wprowadzenie do pierwotnego statycznie wyznaczalnego
ustroju (p *= 3w) dodatkowych m elementéw tzw. prresziywniajqoych zasadnicza kon-
strukeje. Poniewaz jednak wzdr ten jest kryterium sumarycznym, to nie precyzuje on,
ktére prety lub wiezy sa tymi elementami przesztywniajacymi. W rezuitacie dla danej
konstrukeji statycznie niewyznaczalnej mozemy ofrzymaé rézne warianty w zaleznosei
od tego, ktére elementy uznamy za przesztywniajace. Jedynym postulatem, ktéry w tych
réznych wariantach musi byé zawsze spelniony jest ten, aby po”usunieciu elementéw
przesziywniajgeych pozostala konstrukcja byla rzeczywidcie sziywna i statycznie wyznaczalng
(mie staln sie mechanizmem lub pseudomechanizmem). Przez usuniecie elementu rozumie
sie przy tym taks operacje, dzigki ktdrej element ten staje sie nieczynny w konstrukeji.
W tym sensie réwnoznaczne jest zatem rzeczywiste usunigcie elementu jak i myslowe
jego przeciecie tak, aby sila wewnetrzna w nim byla réwna zeru.

Dia zilustrowania podanych uwag rozwazmy kratownice (rys. 4.1a), ktéra, jak to
wynika z wzoru (4.1a), jest 2-krotnie statyeznie niewyznaczalna. Prayjmujac jako elementy
przesztywniajace pret (4, 7) 1 réakcjg pionowa w wezle 12 otrzymujemy po ich usunigeiu
ustrdj (rys. 4.1b) w postaci powlokowej kratownicy podpartej w sposdb statyeznie wyzna-
czalny (sze$é wiezdw). Jesli za elementy przesztywniajace uznamy prety (3, 6) i (7, 10),
%0 po ich myslowym przecieciu, a wige wyeliminowaniu ich z pracy, otrzymujemy
statycznie wyznaczalps kratownice (rys. 4.lc¢) analogiczng do rozpatrywanych
w art, 3.6. Obydwa zatem schematy spehiaja zasadniczy postulat i z punktu wi-
Izenia analizy konstrukeji sa prawidlowe i réwnouprawnione. Jeéliby natomiast wziaé
jako przesztywniajace elementy prety (5, 10) i (8, 11), to pozostaly po ich usuniecin ustrdj
staje sie mechanizmem w obregbie drugiej grodzi, & wige niemozliwym do przyjgcia.
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Niekiedy opisdjge dang kratownice dodajemy okreslenia informujace w czym thwi
statyczna niewyznaczalnodé ustroju. Jesli mianowicie liczba wiezéw unieruchamiajacych
przestrzenna kratownicg-jest tylko szedé, to Zrédlem statycznej niewyznaczalnodci jest
wprowadzenie pretéw przesztywniajaceych, podezas gdy podpareie ustroju jest statycznie
wyznaczalne (art. 2.4). W takim przypadku kratownice nazywamy wewnetrznie stafycznie

a) grod#ll 17

Rys. 4.1. Kratownica 2-krotnie statycznie niewyznaczalna

a) obraz konstrukeji; b) I wanant zasadniczej konstrukeji statyeznie wy: inej z etymi el i przesaty-
wmajgeymy; c) II wariant zasadniczej konstruke}i z przecigtymi mysiowo elemeniami przesztywniajacymi.

niewyznaczalng. Jesli sama kratownica izolowana od podloza jest statycznie wyznaczalna,
a liczba wiezéw unieruchamiajacych ja wigksza od szedeiu, to kratownice nazywamy
zeumelrznie statyczanie niewyznaczalng. Wreszeie w przypadku, gdy elementami przesatyw-
niajacymi sg i prety i wiezy, kratownice nazywamy po prostu statyeznie niewyznaczalng*,
Identyczne rozwazania mozna przeprowadzié dla kratownic plaskich. Jesli mianowicie
kratownica ma w' wezléw poza podlozem i p; pretéw, to stopniem statycznej niewyzna-

czalnodei jest réznica _
m =p,—2w, - (4.1b)

majgca t¢ samg interpretacje co poprzednio. Analogicznie wprowadzamy pojecia we-
wnetrznej i zewnetrznej statycznej niewyznaczalnodei, z tym tylko iz ilo§é niezbednych
wiezow jest trzy. )

Analize statycznie niewyznaczalnych kratownic opieramy podobnie jak w art. 2.1
na podstawowym zaloZeniu, ze kofice pretéw lacza sie ze soba za pomoes idealnych
przegubéw. Dzieki temu zalozeniu jedynymi wielkosciami statycznie niewyznaczalnymi
moga byé tylko sily wzdluine w przesztywniajacych konstrukeje pretach badZ reakeje
dodatkowych wiezéw- korygujace wartosci naprezen zasadniezych (art. 2.1) pierwotnego
ustroju statycznie wyznaczalnego. Samo rozwigzanie zagadnienia przeprowadzamy sto-
sujae réwnania Maxwella—Mohra. Nie powtarzajac rozwazan nad geneza tyeh réwnan
i etapami ich ukladania** (art. 1.3), oméwimy tu tylko ich adaptacje do konstrukeji
kratowych. Pierwszy etap rozwigzania (rys. 1.11b, 1.12b) odpowiada w kratownicach
oméwionemu powyzej okresleniu elementéw przesztywniajacyech (rys. 4.1b, ¢). Przyjmujae

* Dwie ostatnie definicje nie sa jednoznaczne i zaleza od obioru elementéw przesztywniajgcych.
** Zaleca sig czytelnikowi powtérne przestudiowanie tredei art. 1.3 1 1.4 ze zwrdceniem uwagi na
istote podanych tam rozwazath. B
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jako zasade wylaczanie tych elementéw przez ich myslowe przecinanie (rys. 4.1c), row-
nania Maxwella—Mohra interpretujemy jako warunki cigglosei przemieszezer w miejseu
dokonania myslowych przekrojéw. Jesli zatem w przekrojach przecietego myslowo
preta (3, 6) istniejg oddzialywania X,, a w przekrojach preta (7, 10) oddzialywania X,
to réwnania M—M (III etap rozwiazania)

a1 X+ a5, X tay,0=0, }
0,1 Xy o 2 Xo+05 0 =0
wyrazajg, iZ2 w miejscach tych nie ma luzu miedzy myslowo rozeigtymi koncami pretéw
{3,6) 1 (7,10). Ogolnie biorac w kratownicy m-krotnie statycznie niewyznaczalnej réw-
nanie M—M o postaci
a1 Xyt oo 0y K0 Xt oty Kb, =0 - (4.2)

wyraza warunek ciaglodei w miejscu dzialania sit X;, przy czym réwnan takich mamy
m, to jest tyle, ile jest niewiadomych. Wspdlezynnik o; ; przy niewiadomej X; oznacza
przy tym niecigglo$é (luz) w miejscu dzialania X; (pierwszy wskaZnik) wywolana dzia-
faniem jednostkowego ukladu X; = 1. Tak wiec w réwnaniach (a) ay,5 i s 4 53 odpowiednio
luzami w myslowych przekrojach wywolanymi przez uklad sit X, = 1kG. Wyraz wolny
a; o jest nieciggloéeia (luzem) w miejscu dzialania X; wywolang dzialaniem czynnikéw
zewnetrznych.

USwiadamiajge sobie, iz przez wprowadzenie myslowych przekrojéw w elementach
przeszitywniajacych, wyjéciowa statycznie niewyznaczalna konstrukeja stata sie statycznie
wyznaezalng z nieognaczonymi na razie silami X w miejscach tych przekrojéw, mozemy
dla obliczenia wspélezynnikéw a; ; i wyrazdw wolnyeh ¢; , zastosowaé rozwazania art., 2.10
bads art. 2.11. W ujeciu analityeznym adaptujemy wzory (2.19) i (2.20). Jedli mianowicie
dzialanie obeigzenia X; = 1 kG (stan ,,5”’) wywoluje w precie p site n§) kG/kG, a dzia-
Ianie X; = 1kG (stan ,,i”) sile n{?, to zgodnie z wzorem (2.20) mamy

u) = nL/EA, . (b)

Pamietajac o fizyeznej interpretacji wspélezynnika a;,;, po podstawieniu do (2.19) otrzy-
mujemy

(a)

k ’ k
a; = 2 ndul :p; P01 [E,4,) {4.3a)

p=1
gdzie sumowanie obejmuje wsaystkie & pretéw kratownicy lacznie z pretami myslowo
przecigtymi. Jedli © = j, to uklad X; = 1 kG spelia podwdjna role, a mianowicie obeig-
Zenia zewnetrznego wywolujgcego wydiuzenia pretéw «f? = n{’1,/E,4, oraz dodatko-
wego obeiazenia Py, = 1 kG przylozonego w tym miejscu, w ktérym szukamy przemiesz-
czenia (art. 1.2). W rezultacie

k k
ani =2 n,Dud = 3 [(n{")21,/E,4,]. (4.3b)
p=1 p=1

Powolujae sig na wzér (2.20) z wprowadzonymi tam oznaczeniami wydinzenia u, stanu
statycznie wyznaczalnego, gdy sily X sa réwne zeru (stan ,,0”’), napiszemy w postaci

wy = (N, L/ E,A,)+3p Atyl,+d,, . ()
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przy czym N, kG — sila wewnetrzna stanu ,,0” w precie’ ,,p”. Podstawiajae ten wynik
do (2.19) otrzymujemy dla a; , wyrazenie
k
ag = 2, 2Pu,. (4.4)
p=1

Wzory (4.3) i (4.4) obejmuja te wszystkie przypadki, gdy unieruchamiajgce kratownice wiezy sa
absolutnie sztywne. Jesli s one podatne (rys. 2.30), to wykoraystujac wzory (2.21) i (2.22) mamy w za-
mian wzoréw poprzednich

k s .
=Y wdudd 3 (rDridiCy), 45)
p=1 q=1

gdzie rfli) kG/kG — reakcja podpory ,,¢° wywolana obciazeniem X; = 1kG. Analogicznie
k s
ao = D nupt 3 rD[dg+ (Bg/Cy)], (4.6)
p=1 g=1
gdzie By kG — reakcja podpory ,,7” ustroju statycznie wyznaczalnego (stan ,,0”), & sumowanie obej-
muje wszystkie s podatnych podpér.

Wyprowadzone wzory (4.2)--(4.6) mozna stosowaé pod warunkiem, i konstrukcja
Jest sprezysta 1 lintowa (podlega zasadzie superpozycji). Ograniczenie to wynika z samego
sformulowania réwnan M—M (superpozycja odksztalcen) jak i z okreslenia wspolezyn-
nikéw «; ; (sprezystodé materialu). W odréznieniu zatem od kratownic statyeznie wyzna-
czalnych, gdzie pod pojecie d, i d, (wzory 2.20, 2.22) mozna podstawié odksztalcenie trwale
wywolane sita N, badi RB,, figurujace we wzorach (4.4) i (4.6) catony d, lub d, oznaczajg
bledy wykonawecze o stalej i znanej z gdry wartodei.

Po rozwiazaniu ukladu réwnan M—M majac znane wartosei X; (1 =1, ..., m), mo-
zemy obliczyé wypadkowe sily wewnetrzne W, z zasady superpozyeji, a mianowicie

W, =n X +n® X, +.. .+ X+.. 40l X, LN, (4.7)

Na zakonczenie ogdlnych rozwazan okredlmy jeszeze przemieszezenia konstrukeji
statycznie niewyznaczalnej. Pamietajae, Ze po wyznaczeniu sit X konstrukcja jest juz
statycznie wyznaczalna, a sily wewngtrzne sa W, (wzdér 4.7), stosujemy wszystkie wzory
art. 2.10. Tak wiec catkowite wydluzenie preta ,,p” jest

U, = (W,L/E,A,)+3, AL, 1, +d, , (d)
a przemieszezenie
’ %
= 21 7, U,, (4.8)
P=

gdzie %, [kG/kG] — sila w precie ,p” statycznie wyznaczalnej kratownicy (stan ,,0”")
obciazonej taks sitay P,,, = 1 kG, dla ktérej szukane przemieszezenie f jest uogdlnions
wspolrzedna (art. 1.2).

Analogicznie obliczamy przemieszczenia, gdy statycznie niewyznaczalna konstrukeja ma podatne

wigzy. Po rozwigzaniu ukladu réwnan (4.2) z wstawionymi odpowiednio wartodciami o ze wzoréw
(4.5) i (1.6) otrzymamy identyczne z (4.7) wyraZenie na sily W, a dla reakeji wypadkowych W,

Wy =rP X+ e + 1O XM X+ By, (4.9)
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1 calkowitego wydluzenia U, wigzéw -
Uy = dy+{(W4/Cq) . (o}

W rozultacie przemieszezenie f wyraza si9 wzorem

&

k
f= X mUpt+ D Tl (4.10)
p=1 g=1

gdzie 7, kG/kG — reakeja podpory ,,q” w statyeanie wyznaczalnej batoﬁicy (stan ,,0”’) obeigzonej
tg samg co poprzednio (wzér 4.8) sila Pgoq = 1 kG.

Podane ogélne wzory (4.2)--({4.10) umozliwiaja rozwigzanie wszystkich spotykanych
w praktyce zagadnien. Wymiary wszystkich wielkosci sa takie, iz wszystkie wyniki
otrzymujemy tez w prawidlowych jednostkach*. Z uwagi na duza liczbg skladnikdéw
we wzorach (4.3)=-(4.6) wszystkie wyliczenia wartosei a; ; i a; , przeprowadzamy tabela-
ryeznie. Dla unikniecia przy tym bardzo malych wartosci niedogodnych rachunkowo
z reguly zwickszamy wszystkie o; ; oraz o; , mnozac je przez duds (rzedu 10°) stala wartosé.
Ty staly wartoscia moze by¢ na przyklad modut , jednego z pretéw.
_Dla zi.l;.lstrowauia podanych rozwazanh rozwiazemy dwa przyklady. W pierwszym z nich (rys. 4.2a)
jednokrotnie statycznie niewyznaczalny maszt obeiazony jest piecioma silami utrzymujacymi go w réw-
nowadze. Obierajac pret 13 zs element przesztywniajacy otrzymujemy po jego przecigciu konstrukeje

a /Zt b)

Rys. 4.2. Maszt jednokrotnie statycznie niewyznaczalny
a) geometria konstrukeji i obeigzenia, przekroje ds = 4y = 4, = 4, = 4y = 5 ¢m® reszta pretéw 4 = const =
10 cm?, E = consc = 2- 10* kG/cm?; b) stan ,,0” sily ¥p; ©) stan ,,27” sily n‘;).

statycznie wyznaczalng z nieznana na razie sils X, w tym precie (I etap rozwiazania). Rozdzielajac
nastepnie obciazenia tej zasadniczey konstrukeji (z przecietym pretem I3) na stan ,,0” i stan ,,I” (rys.
- 4.2b, ¢), wyznaczamy sily w pretsch Np i ng) (IT etap rozwigzenia). Poslugujemy sie przy tym wska-
zéwhkami z rozdz. 2 i 3. I tak obliczenie sil N sprowadza si¢ do obliczenia lamanej éciany ABCF (patrz
rys. 3.17), a obliczenie sil 7L§,‘) de rozwigzania kratownicy laczonej (rozdz. 2 zad. 15) bads zespolowsj
(rozdz. 2 zad. 20). Wyniki tych obliczer wpisujemy w kolumnach V i VI tabl. 4.1, w ktérej juz po-
przednio wpisano dane geometryezne (kolumna II, III i IV). Ukiad réwnan (4.2) redukuje sie w danym
przypadku do jednego réwnania

) a1, 1 X1+ 0,0 =0 )

* Jak latwo sprawdzié, wymiar wspélezynnikéw qy,; jest ecm/kG, wyrazéw wolnych a;,, — cm,
skad wymiar X; jest kG. Podobnie wymiary Wy, Up i f sa odpowiednio kG, cm i cm, jak byé powinno.
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Tablica 4.1
mo| | Iv v VI via VII IX. X | x1
Pl b | Ay | bLidp N, n AP A Nl 4, AOX | W, | W
em | ‘em? | ljem b tft ljem tfem t t t
1 262 10 26,2 —16,8 —1,312 45,0 578 7,9 —89( —8,4
2 263 10 26,2 0 +1,312 45,0 0 —-17,9 —7,9] —8,4
3| 282 10 26,2 0 —1,312 45,0 0 7,9 79| -84
4] 262! 10 26,2 +16,8 | +1,312 45,0 578 ~7.,9 89| 84
5 100 5 20,0 0 —0,312 1,9 . 0 1,9 1,9 2,0
[ 125 5 25,0 0 —0,391 3,8 0 2,4 24 2,5
7 100 5 20,0 0 —0,312 1,9 0 1,9 1,9 " 2,0
8 125 5 250 | 450 | —0,391 3,8 —49 2,4 7.4 7,5
911003 10 | 1003 —16,1 | —1,253 157,6 2002 76 | -85 8.0
10 | 1003 10 100,3 0 +1,253 157,86 0 —-17,6 —~7,6 | —8,0
11 | 1003 10 100,3 0 —1,253 157,86 0 7,6 7,6 8,0
12 | 1003 10 100,3 +16,1 +1,253 157,86 2002 —-17,8 8,5 8,0
13 | 160 5 32,0 0 1,000 32,0 0 —8,0 ~6,0 —6,4
D= 854 5150 )

stanowiacego zamknigcie 111 etapu (art. 1.3). Wyznaczenie a,, i a;,, wedlug wzoréw (4.3b) i (4.4) prze-
prowadzamy obliczajae sumy kolumn VII i VIIIL, przy czym wszystkie skladniki mnoiymy od razu
przez E = const. Wynik rozwigzania réwnania {f)

X, = —ay,0/a,; = —5150/854 =~ — 6,0¢

stanowi zakonczenie IV etapu. Ostatnie dwie kolumny tablicy podajs korekte sit wniesiona przez sta-
’ tyczna niewyznaczalnosé konstrukeji (kolumna IX) i wypadkowe sity W, (kolumna X) obliczone z do-
dania pozycji kolumny V i IX (wzdr 4.7). Poréwnujac te sity W), z silami &V, widad redukejo tych ostat-
nich (z wyjatkiem prets 8) o ~ 50%. Wynik ten stanie sig jasny, jesli wprowadzié¢ myslowo w wetle
E zerows grupe pionowych sit 5 t i rozdzieli¢ zagadnienie na dwa (rys. 4.3a, b). Pierwsze z nich (rys. 4.3a)

Rys.-4.3. Rozlozenie zadania z rys. 4.2. na zadania prostsze

a) zadanie symetryczne, X; = 0; b) obciazenie przenoszone prawie calkowicie przez wrege.

jest zagadnieniem symetrycznym, w ktérym obydwie lamane Sciany ABCF i ADEF pracujg jednakowo,
rozpdrka 5 jest rozeciggana. a rozporka Z Sciskana jednakowsy sils (rys. 2.23). Wyraz wolny ay, , jest przy
tym réwny zeru, skad wynika X] = 0. Zadanie drugie (rys. 4.3b) przy istnieniu preta 13 przedstawia
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obcigzenie plaskiej wregi BO.DE wzmocnionej dwomsa ostrostupowymi piramidami. Jasne jest, ze takie
wzmocenienie jest slabe i gdy je pominad, to zadanie drugie sprowadza sie do statyki wregi statycznie
wyznaczalnej. Obliczons przy tym zalozeniu sile w precie 13 X3’ = —6,4 t jest prawie réwna X, obli-
czonej poprzednio. Jedli otrzymane z obydwu zadan (rys. 4.3a, b) wartosei zlozymy, to przyblizone war-
tosei Wp (kolumne XI) sa bardzo bliskie rzeczywistych potwierdzajac przez to shusznosé podanej in-
terpretacji.

Analizujac wartosei liczbowe kolumny VII widzimy, iz skladnik odpowiadajacy wykrzyZowaniy
13 jest bardzo maly w poréwnaniu do sumy reszty skladnikéw. Jedliby zatem zmieniaé jego sztywnosdé,
to nie nalezy oczekiwaé Zadnych powazniejszych zmian w przebiegu sit*. Ten fakt jest niezmiernie wazny
w analizie kratownic i bedzie wykorzystany w rozwiazaniach przyblizonych (art. 4.5).

Przechodzac do drugiego przykladu, rozwazmy przypadek plaskiej kratownicy (rys. 4.4a) cztero-
krotnie statycznie niewyznaczalnej (w’ = 10, liczba pretéw lgcznie z trzema wiezami** p’ = 24). Uwa-
Zajac x;rgty (1, 4), (3, 6), {6,8) i (7, 10) za elementy przesztywniajace otrzymujerey po ich myslowym
rozeigeiu i wprowadzeniu oddzialywan X, ..., X, (rys. 4.4b) statycznie wyznaczalna konstrukeje za-
sadnicza (I etap rozwigzania). W etapie drugim (rys. 4.4e, ..., g) rozdzielamy obciaZenia na poszezegélne

. stany obéiazen, a nastepnie wyznaczamy sily N, (kolumna druga tabl. 4.2) oraz nﬁ,') (1=1,2,3,4).

Uklad réwnarii M—M napisany w ogdlnej postaci (4.2)
Gy, 1 Xy 0y, Ko+ 01,3 X5+ 0, Xy +ay,0 = 0
@y, 1 X1+ Gy, Xyt 0y 5 X+ 09,0 Xyt g0 = 0,
0
0

>

s

5,1 Xy g, 0 Xy + 03,5 X+ 05,0 Xy + 05,0 =
3,1 X+ 0.0 Xy 0,3 Xy + 04,0 Xy T 04,0 =
upraszeza sie, jesli zauwazymy, iz dzialanie poszezegélnych ukladéw jednostkowyeh zamyka sie w obre-
bie jednej grodzi. Wskutek tego a,;, 04,4 58 réwne zeru, gdyz nie ma ani jednego preta, w ktorym jed-
noczesnie n{ i n$) lub n{? bylyby rézne od zera. Oznacza to, 7o uklad X, lub X, nie ma bezposred-
niego wplywu na zbhzeme si¢ przekrojow przecietego preta 1. W wyniku otrzymujemy ostatecznie uklad

ay,1 Xy + 0,3 X+ 0+ 0+a,, =0,
p,3 X1+ 05,5 Xy 1+ 05,3 X5+ 0+4-az,, =0,
Qg0 X+ 5,5 X5+ 05,4 X+ 05,0 = 0,
‘14,3X3+‘14,4X4+a4,0 =0,

(&

przypominajacy swa budowa réwnanie 3 momentéw (art. 1.4).
Przechodzgce do konkretnego obliczenia wspdlezynnikéw przy niewiadomych, zalézmy dla prostoty,
ze przekroje paséw podiuinych sa 4,, pozostale zas 4. Wtedy

a;,,-=2( 3/2) EA0+2( 1/—) i ‘/2 (1+2V§+Aﬁ0>§‘4_’

a wszystkie pozostale wspdlezynniki przy niewiadomych X sa:

o a ( 1 )( 1 } a a
1,2 = Qo = ... = Qg 3 ={— = — o T ama "

]/2 1/2 B4 2EA
Podstawiajgc dane liczbowe z rys. 4.4 mamy

Eai,; = 86,6 em™, Ea;;=10cm™(i#j).

* Gdyby na przyklad sztywnosé ta byla bardzo duza (4, — oo0), to zmiana w wartosci X, bylaby
tylko ~ 3,7%. Gdyby na odwrét zmniejszy¢ ja 5-krotnie (4,3 = 1 em?), to zmiana X, (~139%) tez
nié zmienia zasadniczo schematu pracy.

** W wetle I — dwie niezalezne reakcje, w wezle 9 — Jed.na, reakeja.
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Rys. 4.4. Przyklad kratownicy wielokrotnie statyeznie niewyznaczainej
Dane liczbowe: @ =2m, A, =20cm? 4 =10cm?, P =5t F = 2-10°kG/cm?.
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Obliczajac poszczegélne pozyeje kolumn 7,...10, po ich zsumowaniu otrzymujemy E-krotne wartoéci
wyrazéw wolnych i po pedstawieniu do (g) mamy ostatecznie

86,6X,+10,0X,+ 0 4+ 0 --282,9 =0,
10,0X,+86,6X,4+10,0X;+ 0 42829 = 0,
10,0X,+86,6X,+10,0X,— 23,6 = 0,
10,0X,-+86,6X,—317,7 = 0.

{h)

Rozwigzanie ukladu daje

X, = —297t, X,=—295t X,=019% X,=385t

Wyznaczajae wypadkowa sily (wzdr 4.7.) podstawiamy wyniki do kolumny 17. Interesujgce jest
przy tym poréwnanie sit w wykrzyzowaniach jednej i tej samej grodzi (wartosei w obwdédkach), Jak
widaé w wykrzyzowaniach lewej strony (grodzie I i II), bezwzgledne wartosci tych sit nie réinig sie
zbytnio od siebie, natomiast powazniejsza réinica zachodzi po prawej stronie (grods IV). Daje to pod-
“stawe do wnioskn potwierdzonego obliczeniami ustrojéw o wigkszej liczbie grodzi, ze (w pierwszym przy-
blizeniu) obydwa wykrzyzowania w grodziach bardziej odleglych od punktéw przylozenia sil skupio-
nych przenoszg jednakows czes$é sily poprzecznej.

4.2. Niektére ulatwienia‘rozwiazan

Jakkolwiek wszystkie zagadnienia statyki kratownie statycznie niewyznaczalnych
mozna rozwigzaé wedlug ogblnych regut art. 4.1, w wielu przypadkach wyniki mozna
otrzymaé znacznie prosciej, niekiedy nawet bez potrzeby przeprowadzania obliczen.
Poznanie tych uproszczen stanowi cel tego artykulu.

Jedng z metod dajaca znaczne ulatwienie jest zastosowanie zasady superpozyeji.
Jedli na kratownice statycznie niewyznaczalna dzialajg dwa lub wiecej ukladéw obeigzen,
to skutek ich lacznego dzialania (sily w pretach, przemieszezenia) jest réwny sumie skutkéw
wywolanych przez kazdy uklad z osobna*. Dziegki tej zasadzie mozemy zadania zlozone
rozdzielié na sgereg zadan prostszych, przy czym odpowiedZ na niektére z nich mozna
otrzymaé bez rachunkéw. Za przyklad moze shuzyé zadanie (rys. 4.2), w ktérym po
roziozeniu na zadania prostsze (rys. 4.3) mozemy od razu przewidzieé¢ wynik dla jednego
z nich (rys. 4.3a). Stosowanie zasady superpozycji jest wskazane réwniez wtedy, gdy
oboiazenie zewnetrzne sklada sie z kilku obeiazes niezaleznych od siebie (op. ciezar wlasny
i obciazenie przesuwne). W takich przypadkach majae skutki dziaania kazdego z obciazets
oddzielnie mozna latwo dokonaé¢ wyboru niebezpiecznej dla konstrukeji kombinacji tych
obciazen. N -

Szezegdlnie czesto stosujemy zasade superpozycji do rozeznania skutkéw dzialania
réznych przyezyn. W odrdéinieniu bowiem od konstrukeji statycznie wyznaczalnych,
w ktérych jedyna przyczyna wywolujaca sity w pretach jest dzialanie obeigzen zewngtrz-
nych, w konstrukcjach statycznie niewyznaczalnych przyezynami tymi moze byé réwniez
wydtuzalnodé pretéw wywolana ogrzaniem jak i bledy montazowe, gdyz wszystkie one

* Slusznodé tego wynika z liniowosci wyrazen okreslajacych u, (wzér e, arb. 4.1) i liniowodei ukladu
réwnat (4.2) okredlajacych sily X.

9 Statyka i stateczno$é
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wplywaja na warto$é g; , (patrz wzory 4.4, 4.6 i wzdr (c) art. 4.1). Rozkladajac zatem
catkowite wydluzenie u, na skiadniki* :
- wp = N b/Epdy, wy = AL, ) =d,,

obliczamy oddzielnie trzy grupy wyrazéw wolnych -
k k k

do= 2 nPu,, aly= 2 nduy, alo= 2 nPu’ (4.11)
k=1 p=1 p=1
i dla kazdej z nich rozwigzujemy uklad réwnan (4.2), w ktérym wspétezynniki o, ; po-
zostaja we wszystkich przypadkach te same. Otrzymane stad niewiadome X;, Xi', X;”
pozwalaja wyznaczyé z (4.7) wypadkowe sily wewnetrzne** W, W, i W,”, a nastepnie
naprezenia w pretach
o, = Wid,, o =W/[4,, o =W)]4, - (4.12)

Naprezenia o), i 6, noszy odpowiednio nazwe napreters termicznych i napreien moniazo-
wych. Ich wartodel moga byé tego samego rzedu co i wartodei o, powodujge niekiedy
przeciazenie elementéw. Calkowite bowiem naprezenie o, jest sumg

0p = Opt+0y +0p (4.13)
i w praypadku, gdy wszystkie skladniki sg jednakowego znaku, to g, > o Szezegélnie
deprymujaeym dla konstruktora jest fakt, iz na ogél okredlenie o} i o, jest bardzo
problematyczne. Gldwnym bowiem Zrédlem powstania tych naprezen sg procesy techno-
logiczne (spawanie, dokladno$§é utrzymania wymiaréw itp.), zalezne od tak wielu czyn-
nikéw, ze otrzymanie wiarygodnych danych wyjsciowych (u,,u, ) jest praktyecznie
bardzo ftrudne***. Z tego powodu w praktyce rzadko kiedy prowadzimy obliczenie
naprezen cieplnyech i montazowych i z reguly zadowalamy sie okre§leniem tylko naprezen
op przyjmujae w konsekwenciji, iz

0p X G- (@)

Wyjatek stanowia zagadnienia zwiazane z niedokladnodeig ustawienia podpér (koét jezd-
nych), ktérej nieprzekraczalna wielko$é d, jest unormowana przepisami****,

Dla zorientowania sip w rzedzie wielkoéei przeprowadzimy obliczenie naprezen termicznych w kon-
strukeji (rys. 4.4), gdy dolny pas (7,9) w czasie pracy zostal ogrzany o A¢ = 50°C. Przyjmujac A =
12.10-% emfem°C mamy z wzoru (4.11), tabl. 4.2 i rys. 4.4

Eay , = Eay, = Bag,, = Eay,g = —169,6 t/em,
& po podstawieniu do ukladu réwnatt (h) (art. 4.1) i jego rozwigzaniu

X7 = 1,78t, X! =157t, X/ =157t, X! =1,78¢%.

* Przypomina sig, e ujp,, 4y, up” sa dodatnie, gdy sa wydluzeniem preta. W przypadku podatnych
podpér uwazamy je za dodatnie, gdy odpowiadaja one wydliuzeniu preta wyobrazajacego dany wigz.
Tak na przyklad opuszczenie sig wezla 4 (rys. 4.1) powoduje skrécenie prete (4, C) i wtedy dy < O.
Podobnie Ry lub ry uwazamy za dodatnie, gdy sa one rozciagajacymi dla preta wyobrazajacego wioz.

** Skiadnik N, (wzér 4.7) wchodzi tylko do wyrazenia okredlajacego Wp.

*** Niekiedy dla usunigcia naprezer wynikajacych z proceséw technologicznych stosuje sie wy-

. Zarzanie caloéci konstrukeji lub jej czeéei.
**Ex Tak jest w budowie déwigdw i pojazdéw szynowych.
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Jak widaé wartosci X; sq tego samego rzedu co i otrzymane poprzednio sity X. Ten sam wniosek wy
ciagniemy poréwnujac dla rozpérek i wykrzyzowan sily W7 z silami W, (kolumna I tablicy 4.2).
Tak na przykiad w kolejnych rozpérkach (1, 2), ...,(9, I0) otrzymujemy odpowiednio
--1,266, —2,37¢, —32,22% —2,87t, —1,26%,
w poréwnaniu z poprzednio obliczonymi silami W, 2
-1,656¢6, +043¢t, —1,799%, ~146t, —2,58¢%.

Nieco odmiennie wypada poréwnanie dla podiuinic, w ktérych W7 nie przekracza kilkunastu procent
(179%) ekstremalinych wartosei Wj. Jest to zrozumiale jesli zwazyé, ze podluinice przy obcisZeniu .
silami P stanowig pasy kratowej belki i przenosze duzy moment zginajaey te belke.

Analogicznie rozwiazujemy zagadnienie naprezerr montazowych. Przypusémy na przyklad, iz
w kratownicy (rys. 4.2) pret 13 wstawiono za diugi o dy; = 0,2 om. Uwzgledniajae, iz ng) = 1,0 mamy
wedlug (4.11) :

B}y = En{Ddy = 2-10°-1,0-0,2 = 400 tjem,
& po rozwigzaniu réwnania (f) (art. 4.1)
XY = —400/854 ~ —0,47 6.

Jak widaé omawiana konstrukeja jest stosunkowo mato czula na bledy montazowe, co wynika ze slabego
stosunkowo usztywnienia wregi BCDE przez dwie wysmukle ostroslupowe piramidy (analogia do przy-
padka z rys. 4.3b).

W wielu zagadnieniach znaczne uproszezenie otrzymujemy przez zastosowanie zasady
jednoznacznoéei rozwigzania (art. 1.5). Dotyczy to zwlaszeza konstrukeji symetrycznych,
w ktérych dzielac obcigzenia zewngtrzne na s&metryczne i antysymetryczne mozemy

Rys. 4.5. Ulatwiona analiza kratownicy 3-krotnie statycznie niewyznaczalnej
a) ogdiny uklad obeigzen, pozioma reakcja w wezle 4 w kierunkn (4, 3) jest znana i réwna Q; b) zadanie symetryczne
2-krotnie statycznie niewyznaczalne; ¢) zadanie antysymeiryczne 1-krotnie statycznie niewyznaczalne.

podzielié ogélne zadanie na dwa prostsze. Biorac na prayklad wieze (rys. 4.5a) unieru-
chomiong siedmioma wiezami i majace w obydwéch wregach podwéjne wykrzyzowania
widzimy, iz jest ona 3-krotnie statyeznie niewyznaczalpa*. Obierajge jako elementy

* Wprowadzajac w Scianach plaskich (3, 4,8, 7), (1, 5,8, 4), (5, 9, 12, 8) itd. prety funkcjonalnie.
réwnowaine (patrz art. 3.1) widzimy, i2 kratownice moina sprowadzi¢ do typu przedstawionege na
rys. 3.30, jodli sg przeciete wykrzyzowania wregi (5, 6, 7,'8) i jedno z wykrzyzowan wregi gérnej.

g*
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przesztywniajace wykrzyzowania wreg zamieniamy konstrukejg na statyeznie wyznaczal-
ng, przez ich przeciecie i wprowadzenie odpowiednich sit (analogia z rys. 3.30). Jedli teraz
wydzielimy symetryczne obeigzenie i symetryczny uklad reakeji (rys. 4.5b) i zauwazymy,
ze w wykrzyzowaniach wreg sily wewnetrzne sg parami réwne, to zadanie jest 2-krotnie
statycznie niewyznaczalne (sity X; i nie pokazane pa rysunku sity X; w gérnej wredze).
Zadanpie pozostale (rys. 4.5¢) jest, wbrew pozorom, jednokrotnie statycznie niewyznaczalne,
albowiem do zamiany tej konstrukeji na statycznie wyznaczalng wymagane jest myslowe
przecigeie wykrzyzowan tylko jednej wregi (9, 6, 7, 8). Zauwazmy bowiem, Ze przy anty-
symetrycznym obeiazeniu sily w symetryeznie polozonyeh pretach musza byé przeciwne,
tzn. Ny 33 = — Ny 1,. Jedli wiee prety wregi (5, 6, 7, 8) sg nieczynne, to powyzsza zaleznosé
umozliwia wyznaczenie ¥, ,, = — Ny, ,, Z samyoch tylko réwnan statyki (patrz rys. 3.30).
W rezultacie jedynymi elementami przesztywniajaoymi sa prety (5, 7) i (6, 8), w ktérych
jednakze sity muszg by¢ znowu przeciwne tak jak to podano na rys. 4.5¢. Jak widaé
otrzymane zadania sy znacznie prostsze niz pierwotne, przy czym duzym dodatkowym
ulatwieniem jest moznodé znacznie prostszego obliezenia* wspdlezynnikéw a; ; oraz wy-
razéw wolnych ¢ .

Innego rodzaju watwienie rozwigzania przestrzennych konstrukeji statycznie nie-
wyznaczalnych daje redukeja do plaskich zagadnien. Jesli mianowicie w przestrzennej
kratownicy o $cianach plaskich statyczna miewyznaczolnoesé wynika z przesziywnienia jednej-
ze Scian sztywnej jui w pierwotnej konstrukcji, to przesziywnienie to nie wplywa na przebieg
st wewnglrznych w pretach nalesqeych do $cian pozostafych. Jako ilustracje tej reguly
rozpatrzmy blizej kratownice (rys. 4.5b), o ktdrej a priori wiemy, iz uklad symetrycz-
nych reakeji w wezlach 1, 2, 3, 4 jest znany. Zalézmy na chwile, ze prety (5, 7) i (9, 11)
nie sq przecigte, podezas gdy pozostale dwa wykrzyzowania sa nadal nieczynne (prze-
cigte). Taka kratownics jest statycznie wyzpaczalna (patrz rys. 2.23, 3.25a,c), przy
czym obie wregi sa sztywne. Jeéli teraz przesatywnimy jedna z nich, np. wrege (9, 6, 7, 8),
to dzialajace w precie (6, 8) sily Xy wyznaczymy z réwnania

01 Xitay,,=0. ‘ (b)

Zauwazmy przy tym, i# dzialanie sity X; zamyka sie w obrebie tej wregi (regula 5 art. 2.8),
a wiee jest zadaniem plaskim. W regultacie korekta sil wniesiona przez X; (wadr 4.7)
dotyczyé bedzie tylkc pretéw wregi, natomiast nie wplynie na wartosei sit w pretach
pozostatych $cian. Ten sam wniosek otrzymamy dla wregi (9, ..., 12), przy czym wartosé
sity X; (nie pokazanej na rysunku) nie zaleiy od X;. W rezultacie omawiane zadanie
dzieli sig na dwa zadania plaskie, kasde jednokrotnie statycznie, niewyznaczalne, ktérych
rozwiazanie jest bardzo proste**,

Dodatkowe ulatwiesnie rozwigzania daje regula zamiany stanu ,,0” (art. 1.4). W zasto-
sowaniu do kratownic stavyeznie niewyznaozalnych oznacza to, ze sity wewnetrzne NV,
stanu ,,0”” mozemy obliczaé dla kratownicy o innym schemacie statycznym niz ten, ktory

* W obydwu zadaniach (tys. 4.5b, e) sity n, 1 N, oraz wezystkie tablice obliczamy ;ylko dla jednej
poléwir konstrukeji.

*# Prostota ta wynika z malej liczby skladnikéw wehodzacych do wyrazeniana a;, j oraz @;,,, 8dyz
odpowiada ona liczbie pretéw kratownicy plaskiej.
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zostal przyjety do okredlenia sil wewnetrznych pozostalych stanéw. Dla przykiadu w kra-
townicy (rys. 4.4) stwierdzenie powyzsze uprawnia do przyjecia w stanie ,,0” (rys. 4.4¢)
schematu, w ktérym my$lowo przecietymi bylyby prety podtuznicy dolnej (7, 9) a nie-
przecigtymi wykrzyzowania (1, 4), ..., (7, 10). Réwnie dobrze mozna przyjaé jakikolwiek
inny schemat, jesli tylko spelnimy wymagania reguly zamiany. Tak na przyklad jako
stan ,,0” moina by przyjaé wartoci sit N, odpowiadajace zalozeniu, iz sity w pretach
(Z, 4), ..., (7, 10) sa odpowiednio réwne* sifom w pretach (2, 3), ..., (8, 9). Inne przyklady
zastosowania tej reguly podane beda w nastepnych ,artykulach.

Na zakonczenie podamy jeszoze jedns zasadniczg uwage odnosSnie zamiany pretow.
‘W odréznieniu od konstrukeji statyoznie wyznaczalnych, gdzie pojecie pretéw zastepezych
jest stosowane w dwojakim znaczeniu, a mianowicie jako pewien sposob obliczen (art. 2.7)
i jako pomoc w analizie statycznego schematu konstrukeji (art. 3.1), w kratownicach
statycznie niewyznaczalnyeh nieograniczone stosowanie pojecia pretéw zastepezych dozwo-
lone jest tylko w znaczeniu pretéw funkcjonainie réwnowaznych ulatwiajacych zrozu-
mienie pracy konstrukeji (patrz rys. 3.25d). Nie jest natomiast dopuszczalne bez spel-
nienia dodatkowych warunkdéw stosowanie pretow zastepezych do obliczania sit wewnetrz-
nych. Rzeczywisty bowiem uklad pretéw wplywa na wartoéé wolnych wyrazéw g , jak
i wepdlezynnikéw q; ;, a w konsekwencji na wartodei sit X ulkiadu réwnan (4.2) i wypad-
kowych sit W, (wzér 4.7). Jefliby zatem wprowadzié pojecie pretéw zastepezych jako
elementéw w obliczeniach wartodei sil, to musi byé spelniony warunek, aby taki pret
zastepezy byl tak samo podatny jak zastepowany przez niego rzeczywisty uklad pretow.
Okazuje sig, iz §cisle spelnienie tego wymagania jest na ogél niemozliwe i dlatego wsaystkie
obliczenia konstrukeji statycznie niewyznaczalnych wykorzystujace pojecie pretéw za-
stepezych maja charakter przyblizony. Stwierdzenie to nie dyskwalifikuje bynajmniej
takich obliczen, stanowi jedynie ostrzezenie przed bezkrytyoznym stosowaniem pojecia
pretéw zastepezych w takim sensie jak to bylo catkowicie dopuszezalne w art. 2.7.

4.3. Konsirukeje 4-podluznicowe z przesziywnionymi wr¢gami

Konstrukeje takie (rys. 4.6a) sy typowymi rozwiazaniami w réinego rodzaju krato-
wyoh kadlubach, wysiegnikach, stupach itp. Rozwazajac na razie praypadek, gdy wszyst-
kie zewnetrzne dciany kratownicy skladaja sie z tréjkatéw, widzimy, ze kratownice takie
sg statyoznie niewyznaczalne na skutek wykrzyZowania wigeej niz dwéech wreg, a stopieft
statyoznej niewyznaczalnodei jest rowny liczbie wykrzyzowanych wreg zmniejszonej o 2.

Rozwiazanie takich kratownic moina prowadzié w réznoraki sposéb. Jednym z nich
jest nogélnienie poprzedniego sposobu (rys. 4.2), polegajace na przyjeciu wykrzyiowan

* Przyjecie tego zalozenia jest réwnoznaczne z wprowadzeniem ,,a priori” (patrz art. 1.4) wartodei
sit X réwnych odpowiednio’ X} = X; = —2,67t, X; = 0,184, X; = 4,42 +. Nie powtarzajac zatem
rachunkéw z art. 4.1 mozemy od razu odpowiedzied, Ze wartosei X7, ktére wypadns z rozwigzania
zmienionego ukiadu réwnadn (h) beds X7 = X,~X]= —0,30t, X, = —0,35t, X5 =0,01¢%,
X = —0,77 t. Jak widaé przez takie intuicyjnie uzasadnione zalozenie osiagamy kilkakrotne zmniej-
szenie statycznie niewyznaczalnych sit X, osiagajsc przez to spelnienie drugiego podstawowego postu-
latu art. 1.4.
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wreg pofrednich za elementy przesztywniajace konstrukeje. Okazuje sig jednak, iz sposéb
ten nie spelnia postulatéw* art. 1.4 i dlatego postugujemy sig innym bardziej racjonalnym
schematem jednakowym dla wszelkich konstrukeji 4-podhuznicowych. Zalézmy miano-
wicie na chwile, ze w kratownicy (rys. 4.6a) wezly 6, 12 i 13 zostaly wykonane tak, jak

Rys. 4.6. Kratownica powlokowa trzykrotnie statycznie niewyznaczalna

a) uklad obeigZeft; b) modyfikacja wezla 6,
A

to dla wezla 6 podaje rys. 4.6b. Rozwigzanie to umozliwia swobodng zmiane odlegloéci
odpowiadajacych sobie punktéw 6’ i 6" w kierunku prostopadiym do plaszezyzny wregi
(5,6,7, 8), nie dozwalajac jednak na swobodne przesunigcia tych punktéw w plaszezyZnie
wregi. Tak zmodyfikowana konstrukeja jest statyeznie wyznaczalng kratownics laczong**
(patrz art 2.5), a dzialanie obeiazenia zewnetrznego spowodowaloby w wezlach 6, 12
i 13 zmiane odleglo$ei odpowiadajacych sobie punktéw. W konstrukeji rzeczywistej
takich zmian nie ma. Jest to mozliwe tylko dlatego, ze migdzy tymi punktams zmodyfiko-
wanego wezta dzielajq odpowiednie sity X prostopadie do plaszczyzny danej wregi. Te wlasnie
sity przyjmujemy za wielkogei statycznie niewyznaczalne. Sa one rézne w wezlach 6, 12
i 13, tak ze w wyniku otrzymujemy tyle niewiadomych, ile jest przesztywnionych wreg
poérednich.

* Przy wigkszej liczbie niewiadomych otrzymujemy niewygodng postaé ukladu réwnai M—M oraz
trudnoéei natury rachunkowej przy obliczeniu wartoéei wspolezynnikéw a;, ; oraz ;. Wynika to stad,
iz kazda ze statycznie niewyznaczalnych sit wywoluje wewnegtrzne sity we wszystkich prgtach kra-
townicy. R

** L Brylami” sztywnymi sa wregi, elementami laczacymi — prety pobocznicy. Wbrew pozorom
liczba niewiadomych sit w zespole pretéw laczacych dwie kolejne wregi jest tylko szesé. Tak na pray-
klad w zespole dziesigciu pretéw miedzy wregami (5,...,8) i (9,...,12) tymi niewiadomymi sa

N7,11xN8su,Ns,10st,CxN7,BrN5,9,

natomiast sily w pozostalych pretach sa juz przez te niewiadome okreslone. Jesli na przykiad wregi
sa réwnolegle a kratownica symetryczna, to Ny, ¢ = —N, ¢ (patrz rys. 2.13), a dzigki podanemu
uksztaltowaniu wezléw 6 i 12

N7,B/l1,B = —Ne,B/lc,lF-‘ Ns,la/ls,lz = _‘Ns.u/ls,m
(patrz rys. 3.8).
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Przechodzac do obliczenia sit X w przypadku ogdlnym (rys 4.7a) zauwazmy najpierw,
ze dzialanie sit X; wywoluje sity wewnetrzne tylko w pretach segmentu* s oraz i--1.
Wynika to stad, ze konstrukcja ze zmodyfikowanymi wezlami (rys. 4.6b) jest statyeznie
wyznaczalna**. Wartodei sit wywolane silami X; najlatwiej obliczamy dzielac my$§lowo
wrege 4, tak Ze powstaja dwie wregi przynaleine do segmentéw i—1 oraz i. Obliczajac
wzdiuzne oddzialywania miedzy tymi segmentami (rys. 4.7b) sprowadzamy zadanie do

a)

segment

Rys. 4.7, 4-podluznicowa konstrukeja wielokrotnie statycznie niewyznaczalna.
a) obiér wielkosei wielkosci statycznie niewyznaczalnych, b), ¢), d) odpowiednie stany obciaZen jednostkowych:
stan 4, 11, 1—2.

rozpatrzonych poprzednio (rys. 3.6a). Na skutek tego w-ogdlnym réwnaniu (4.2) wszystkie
wspdlezynniki «; ;, dla ktéryeh § << ¢—3 lub j 2> i+3, sa réwne zeru, albowiem nie ma

* Termin ,,segment’’ oznacza podzespdl ograniczony z obydwéch stron sztywnymi wregami, pod-
czas gdy termin ,,grod#” oznacza zespll pretéw miedzy kolejnymi wregami. Tak wiec segment 137
obejmuje prety grodzi ,,s”’ oraz prety wreg ,,i—1"’ oraz ,,2”".

** Jesli dzialaja tylko sily X;, to w przekroju migdzy wregami ¢-—1 oraz ¢—2 obciaZenie zewnetrzne
jest réwne zeru. Wynika stad, ze kaida z szeéciu sil niezaleznych w pretach laczacych jest réwna zeru
{wzory 2.5 i uwaga do rys. 4.6). To samo obowigzuje dla kazdego innego segmentu znajdujacego sie na
lewo od segmentu ¢—1 i na prawo od segmentu z - 1. W konsekwencji zerowe sg réwniez prety wszystkich
wreg oprocz i—1, ¢ oraz ¢4-1.
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_ani jednego preta, w ktérym jednoczesnie nf oraz ny? bylyby réine od zera. Korzystajac
z tej uwagi upraszczamy réwnanie (4.2) do postaci (1.16), to jest

a;, i—in—z‘,‘C;i, i X ta : Xiday 0 X Ha e Xyt = 0. (4.14)

Sprzezenie miedzy X; a X, (lub X;.,) pojawia sie tylko na skutek odksztaicalnodei
_wregi (i—1)-ej (lub (i-+1}-ej), w ktdrej jednoczesnie n{? oraz n{~? (lub n{*?) s3 nie-
réwne zeru, i jest ono z reguly male, to znaczy a; ;1 <€ a;; (lub o 145 <€ a; ;). W wielu
przeto zagadnieniach sprzezenia te pomijamy, co daje mozliwoéé uproszezenia réwnania
(4.14a) do postaci - B
@, i1 Km0 1 X0 1 Xy 03 o =0. (4.14Db)

Ogodlna postaé¢ réwnania (4.14) ulega zmianie przy rozpatrywaniu segmentéw skrajnych. Jesli jako
konkretny przyklad wzigdé konstrukeje 6-segmentows (rys. 4.7a) swobodna na dwdch koricach, to mamy
w niej pieé niewiadomyeh X,, X,,...,.X; dzialajacych w plaszezyznach odpowiednich wreg. Poniewaz
dla segmentu I X, = 0, a segment o wskazniku (— I) nie istnieje, to réwnanie dla wregi 7 (¢=1) przyj-
muje postaé

a1,1X1+‘1_1,2X2+ax,3X3+0+0+a1,0 =0.
Dla wregi 2 (1 = 2) mamy X,_, = X, = 0, wiec

Gy, Xy + 0, Xyt s X g+ 0,y Xo 5,0 = 0.

Analogiczna postaé beda miaty réwnania dia wreg 4 1 6, gdyz Xy = 0, a segment 7 nie istnieje. W rezul-
tacie dla rozpatrywanej konstrukeji uklad réwnan (4.14a) ma postaé:
g Xy 0y, Xp 05,3550 +0 +ay,,=0,
Gy, Xyt 0,5 Ko+ g, X9+ 0p, s Xy +0 +dg,0 =10,
Qg1 Xy 0g,p Xo+ 0y 3 X3+t s X4+ 03,5 X5-103,6 = 0, (a)
Oy 3 Xn+ g3 Xy + 0y 1 Xyt 0,5 X5+ 04,0 =0,
5,5 X5+ 05,0 Xy + a5, s X5 +a5, = 0.
Gdyby konstrukeja miala wigeej grodzi, to symboliczne przedstawienie ukladu réwnan byloby takie
jalk podaje rys. 1.13a.

‘Wartoéei wspélezynnikéw g;, ; wyznaczamy z ogdlnych wzordw (4.3) prowadzac obliczenia tabela-
ryczne na konkretnych danych liczbowych. Wehodzace do tych wzordw sity ng) badz ng) otrzymujemy
% rozwigzania zadaii analogicznych do podanego na rysunku 3.6. W przypadku wreg trapezowych
odpowiedni uktad oddziaivwan podaje rys. 4.7d.

W przypadku regularne} konstrukeji pryzmatyeznej (rys. 4.8) zbudowanej z identycznych segmentéw
(; = const = J), zamuast obliczen tabelarycznych dla a;, j moina zastosowad nastepujace wzory

w:i
Eai,i—-a’= Ea;i4a = m,
1w Btm S B 18
Hda; j-q = Zz —_— et ],
diyi=s hit I8 (A,, 34, 24, 24’ 24
1({8 w? 53 -Lh8 sBLgd & i3

R B ! IR b
Eay , 7 (2 ™ + I + a, L + A”)’ (v)

gdzie

A, 4,, A3 — przekroje wykrzyzowan wreg (A}, rozpérek (4,), wykrzyzowanh Scian bocznych
i pozomych (dy),

4" — przekrdj podiuznicy sciany przedniej,

A’ — przekréj podluznicy sciany tylnej.
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4.3] KONSTRUKCJE 4-PODLUZNICOWE Z PRZESZTYWNIONYMI WREGAMI
W przypadku wspornikéw lub stalych stupéw zamocowanych jednym koricem w bardzo szbywnym
(nieodksztalcalnym) podiozu (rys. 4.9a) wezly kratownicy w miejscu styku z podlozem nie moga doz-
nawaé przemieszeseri wzdluznych, co powoduje, iz w tym przekroju sila X # 0. Zachodzi zatem po-
trzeba ulozenia jeszeze jednego réwnania wyrazajgcego ciaglo$é przemieszezen miedzy konstrukeja
a podlozem. Réwnanie to najprosciej otrzymujemy przez wprowadzenie fikcyjnego segmentu (4-41)
o nieskoriczenie wielkiej sztywnosei wszystkich jego pretéw (rys. 4.9b), przy czym zakladamy Xy+q, = 0).

- ¢
/4 K6 k6 -2

7

Rys. 4.9. 4-podluinicowy statycznie niewyznaczalny staly stup
a) obraz konstrukeji; b) wprowadzenie fikeyjnego segmentu; ¢) racjonalny obiér stanu ,,0” (art. 4.5).

l
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Jeéli na przyklad rozpatrujemy konstrukeje (rys. 4.7a), w ktérej zamocowana wrega EFH ma numer 6,
to znaczy k = 6, to X # 0 i zamiast dwoch ostatnich réwnan ukladu (a) pojawiaja sie trzy réwnania:

G0 Xyt 0,5 g+ 0y, e Ko+ a5 X504, 6 KXo+ 0,0 = 0,
5,3 X 5+ 05,0 Xyt 05,5 X5+ 0,6 X6+ 05,0 = 0, (c)
g, q Xgt e, 5 X5+ ag,6 Xg+ 05,0 = 0.

Przedstawiony schemat statyczny spelnia pierwszy postulat art. 1.4, gdyz jak widzimy
z {4.14) kazde z réwnan zawiera malo niewiadomych, obliczenie wspdlezynnikéw a; ;
nie jest zbyt trudne (niewielka liczba skladnikéw) i wreszcie same réwnania maja postaé
dajaca sie latwo rozwiazaé z duza dokladnoscia nawet przy uzyciu najprostszych srodkéw
{np. suwaka). Nie oznacza to jednak, Zze schemat ten ma byé¢ konsekwentnie stosowany
do okreslenia stanu ,,0”. Korzystajae z reguly zamiany (art. 1.4 i 4.2), sily stanu ,,0”
wyznaczamy na ogol z innego schematu statycznego, ktéreg